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1 GIRIS

Makinalar, bir giic kaynagindan aldiklar: giicii ongoriilmiis bir diizen uyarinca
kuvvet ve hareket seklinde iletip bir direncin iistesinden gelerek, belirli bir ig yapacak
bicimde sekillendirilip bir araya getirilmis direngen cisim topluluklaridir.

Dikkat edilirse, makinalarin bu tanimi mekanizmalarinkiyle yakindan iliskilidir.
Ciinkii mekanizmalar da, ongoriilmiis bir diizen uyarinca hareket iletecek bigimde
sekillendirilip bir araya getirilmis direngen cisim topluluklar: olarak tanimlanirlar.

Buradan makinalarin, hareketin yan1 sira kuvvet de ileten ve bunlar belirli bir is
yapmakta kullanan mekanizmalardan bagka bir sey olmadiklar1 anlagilmaktadir.
Gergekten de hareket-kuvvet-eylemsizlik iligkilerini, yani kinetigini incelemek
istedigimizde makina diye adlandirdigimiz bir mekanik diizen, eylemsizlik ve
kuvvetleri bir yana birakip salt hareket iletim sistematigini, yani kinematigini
incelemek istedigimizde bize bir mekanizma (ya da mekanizmalar toplulugu) olarak
goriinlir ve Oyle adlandirilir. Sik karsilasilan bazi makinalari, yapilarindaki ana
mekanizmalar ve bu mekanizmalara ait kinematik zincirlerle birlikte gdsteren Sekil
1.1, makinalarla mekanizmalarin burada sozii edilen iliskisi hakkinda bir fikir
vermektedir.

Stiphesiz, bir makinanin kinematigini kinetiginden bagimsiz olarak ele almanin,
yani hareket iletim sistematigini kuvvetleri dikkate almaksizin incelemenin bir anlami
olabilmesi i¢in, bu sistematigin, kuvvetler ne olursa olsun hep ayn1 kalacagindan emin
olunmas1 gereklidir. Bu ise, ancak, kinematik bakimdan 6nem tagiyan boyutlari
kuvvet etkisiyle degismeyen uzuvlardan olusan mekanizmalar igin olanaklidir. Iste,
yukaridaki makina ve mekanizma tanimlarindaki direngen cisim kavrami bu 6zelligi
gilivence altina almaya yoneliktir ve gercek makina uzuvlarinda az ya da ¢ok ama
muhakkak var olan, kuvvet etkisi altinda sekil ve boyut degistirme ozelligini,
kinematik boyutlar 6zelinde yok sayan bir soyutlama olusturmaktadir. Yalnizca bazi
boyutlar1 degil, hi¢ bir boyutu kuvvet etkisiyle degismeyen cisimlerin rijid cisim diye
adlandirildig1 animsanirsa, direngen cisim kavraminin rijid cisim kavramini da igine
alan bir kapsami oldugu anlasilir. Rijid cisimlerin yani1 sira, uzamasiz kayis, kablo ve
zincirler, sikistirilamaz akigkanlar vb. de direngen cisim kapsamina girerler.

Makinalarin mekanigi konusundaki incelemeler, geleneksel olarak, direngen cisim
soyutlamasinin genel ¢ergevesi igerisinde gerceklestirilir.

Bu soyutlamanin gegerlilik simnirlart igerisinde —ki biiyliik kuvvetlere, yiiksek
hizlara ve narin yapilara dogru gidildikce bu smirlara yaklasilir- makinalarin
kinematigini onlarin kinetiginden ayr1 olarak incelemek uygundur ve bu ders
cergevesinde bu, Mekanizmalarin Kinematigi bashigr altinda zaten yapilmisg
bulunmaktadir.
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Ayni simirlar igerisinde, makinalarin kinetigi konusundaki incelemeler de, genis
olgtide, birbiriyle baglantili olarak hareket eden rijid cisim topluluklarinin kinetiginin
incelenmesine doniigiir. Bu ders ¢ergevesinde yapilacak olan da budur. Bu amacla,
ilkin, kinetigin temel girdileri olan kinematik, kuvvet ve eylemsizlik konularindan,
daha Once incelenmis bulunulan kinematik disindakiler ele alinacak ve kuvvet ve
eylemsizlik kavramlari, rijid cisimlere iliskin ydnlerine agirlik verilerek gdézden
gecirilecektir.  Daha sonra da dinamigin, makina dinamigi incelemelerine esas
olusturan bazi temel ilkeleri tanitilacak, makinalarin dinamik davraniglarinin bunlar
yardimiyla nasil incelenecegi goriiliip, bu alanin bazi Onemli problemleri ele
aliacaktir.

Direngen cisim soyutlamasinin gecerliligini yitirdigi durumlarda makinalarin
dinamik davraniglarinda uzuvlarin elastiklik 6zellikleri 6n plana ¢ikar ve makinanin
gercek hareketi, direngen uzuv kabuliine dayanilarak ongodriilen nominal hareket
civarinda bir titresim hareketi goriiniimiinii alir. Bu durumda incelemenin, titresim
mekaniginin esaslar1 ¢ercevesinde yiiriitiilmesi gerekir. Bu dersin son bdliimiinde,
Mekanik Titresimler baslig1 altinda, bu alanin temel kavramlar1 da gézden gecirilecek,
ancak, modern teknolojinin daha biiyiik kuvvetleri daha yiiksek hizlarda, daha narin
yapilarla iletme genel hedefi 1s18inda artan Onemine karsin, FElastik Uzuviu
Makinalarin  Dinamigi genel konusuna, bu dersin c¢ergevesini astifi i¢in
girilmeyecektir.



2 TEMEL KAVRAM VE iLKELER

Bu béliimde mekanigin, makina mekanigi incelemelerinde 6nem tasiyan kimi kavram
ve ilkeleri gozden gecirilecektir. Bu cercevede ilkin kuvvetler ve rijid cisimlerin
eylemsizlik ozellikleri hakkinda bazi temel bilgiler animsatilacak ardindan da makina
mekanigi incelemelerinde kullanilacak baz1 mekanik ilkeleri tanitilacaktir.

2.1 KUVVETLER

Kuvvet kavrami mekanigin en 6nemli girdilerinden biridir. Bu nedenle biitiin
mekanik incelemeleri ve bu arada makina mekanigi incelemeleri, 6n kosul olarak saglam
bir kuvvet bilgisi zemini gerektirir. Biz de burada bu zeminin olusturucu 6gelerini gézden
gecirecegiz.

2.1.1 KUVVET YASALARI

Kuvvetleri, onlar1 doguran nedenlerle iligkilendiren yasalara kuvvet yasasi adi
verilir. Bazi kuvvet yasalar1 birer doga yasasi niteligindedir ve evrensel gecerlilikleri
vardir. Bunlara temel kuvvet yasalar: adi verilir. Klasik mekanikte yalnizca iki adet temel
kuvvet yasast bilinmektedir. Bunlar, Newton’un FEvrensel Kiitle Cekim Yasasi ve
Lorentz’in Elektromanyetik Kuvvet Yasasi dir. Temel kuvvet yasalarinin yanisira,
gegcerlilikleri evrensel olmayip bazi 6zel varsayim ve kisitlara tabi olan, yaklasik ya da
ampirik bir ¢ok kuvvet yasasi daha vardir. Bunlara da ozel kuvvet yasalar: adi verilir.

Makina mithendisliginde dnem tastyan 6zel kuvvet yasalarindan biri Hooke' Yasasi
dir. Bu yasa, elastik cisimlerde kuvvet-sekil degistirme iligkisini konu alir ve gergek
durum bu olmamakla birlikte (Bkz. Sekil 2.1.1-a,b) bu iliskinin dogrusal oldugunu
varsayar. Boylece elastik bir cismin, kendisini x kadar sekil degistirmeye zorlayan bir
cisme uygulayacagi geri getirme kuvveti igin
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Sekil 2.1.1 Hooke Yasasi

' Robert Hooke (1635-1703). ingiliz bilim adami. Bilim diinyasinda yukaridaki yasasmnin yamsira Newton’la
girdigi polemiklerle bilinir.



F(x) = —kxi (2.1.1)

ifadesine gelinir'. Buradaki k katsayisi, ki yay katsayisi adiyla anilir, sozkonusu elastik
cismin yapildigi malzemeye, onun geometrisine ve sekil degistirme tarzina bagli bir
sabittir.  Ornegin, Sekil 2.1.1-a daki gibi ¢ekmeye zorlanan prizmatik ¢ubuklarda, E
malzemenin Young modiiliinii, A kesit alanini, ¢ 1ise ¢ubugun boyunu gostermek iizere
k=EA/¢ dir. Sekil 2.1.1-b den hemen anlasilacag1 gibi Hooke Yasasi’nin gecerliligi, sekil
degistirmelerin kii¢iik oldugu hallerle sinirlidir. Hooke yasasi, konuma bagli bir kuvvet
tanimlamaktadir.

Bir baska 6nemli 6zel kuvvet yasasi da Coulomb® Yasasi dir. Coulomb Yasasi,
cisimlerin kuru yiizeyler ilizerinden birbiriyle siirtiinmesi sirasinda bunlara etkiyecek
stirtiinme kuvvetinin, bu olay1 etkileyen parametrelerle iliskilendirilmesini konu alir (Sekil
2.1.2-a). Ancak Oyle ¢ok sayida parametre bu olay iizerinde etkilidir ki, biitiin
parametreleri hesaba katan bir formiilasyon olanakli gériinmemektedir. Bu yiizden, olay1
etkileyen Onemli parametrelerden biri olan, iki ylizeyi birbirine bastiran N normal
kuvvetinin etkisiyle diger parametrelerin etkisini birbirinden ayirip, diger parametrelerin
toplam etkisini, deneysel olarak belirlenecek bir p parametresinin biinyesinde toplamak
diisiiniilebilir. Bdyle yapildiginda siirtiinme kuvveti i¢in F = puN seklinde bir formiilasyona
gelinir ise de buradaki p niin, diger biitiin parametreler ayn1 kalsa bile, siirtiinen cisimlerin
v bagil hiziyla ciddi bigimde degistigi gézlenir. Bu degisimin 6zelliklerini yansitan tipik
bir pu-v diyagrami Sekil 2.1.2-b de verilmistir. Bu diyagramdan p niin v ile, kii¢iik hizlar
bolgesindeki en biiylik mutlak degerini v=0 iken alacak ve her zaman v ile ters isaretli
olacak bigimde degistigi goriilmektedir. p niin v=0 daki degerine statik siirtiinme katsayisi
ad1 verilir ve s ile gosterilir. Coulomb, v#0 bolgesinde p niin mutlak degerinin v ye
bagimhiligin1 géz ardi edip yalnizca isaret bagimliligint dikkate alan bir model 6nermistir.
Bu modelde p niin mutlak degerinin, gercek durumun ortalamasini temsil eden ve kinetik
stirtiinme katsayis1 adin alan bir py degerinde sabit oldugu varsayilir (Sekil 2.1.2-c). Hiz
ile igaret bag1 da dikkate alindiginda Coulomb Yasasiin siirtiinme kuvvetini, hiza bagh
olarak

F(v) = ugN ; v=0 iken
(2.1.2)
F(v) = _HkNﬁ ; v£0 iken
" u
N L l"l'S
N —
Fe 3 v v
=NV S
_HS <
(a) (b) (©

Sekil 2.1.2 Coulomb Yasasi

' Burada ve izleyen boliimlerde koyu basim harfler vektor ve matrisleri gostermekte kullamlacaktir.
% Charles Augustin de Coulomb (1736-1806). Fransiz mekanik ve fizik¢isi. Yukaridaki siirtiinme yasasmin
yant sira, yine kendi adini1 tasiyan elektrostatik ¢ekim yasasi ile bilinir.



seklinde ifade edecegi anlasilir. Bu yasanin hem ampirik hem yaklasik oldugu ve
gegerliliginin, deneysel olarak belirlenen p katsayisinin belirlendigi deney kosullariyla
siirli olacagi ortadadir

Bir baska 6zel kuvvet yasast da viskoz bir akigkan igerisinde v hiziyla ilerleyen R
yarigapli kiiresel bir cismin karsilasacagi akiskan diren¢ kuvvetinin sistem parametreleriyle
iliskilendirilmesini konu alan Stokes'Yasas: dir (Sekil 2.1.3). Bu yasaya gdre sdzkonusu
kuvvet, akiskanin sikistirilamaz oldugu, Reynolds (Re) ve Strouhal (St) sayilarinin kiigiik
oldugu kabulleri altinda, yaklasik olarak

F(v) = —6pnRv (2.1.3)

seklinde ifade edilebilir (Suhubi, 1993). Deneyler, Stokes Yasasinin Re=%£ 0.5

olmas1 halinde kesine c¢ok yakin sonu¢ verdigini fakat daha biiylikk Re degerlerinde
gecerliligini  hizla yitirdigini  gostermektedir. Burada p [kg/ms] akiskanin mutlak
viskozitesini, p [kg/m’] ise yogunlugunu gostermektedir.

Burada son bir 6zel kuvvet yasasi 6rnegi olarak, viskoz (u) bir akigkanla yaglanmis
olarak sabit ve diiz bir zemin iizerinde v hiziyla ilerleyen, ¢ boyundaki diizlemsel tabanl
bir cismin karsilasacagi direng kuvvetinin sistem parametreleriyle iligskilendirilmesini konu
alan (Sekil 2.1.4) ve akiskanin sikistirilamaz oldugu ve hi/h; >1 oldugu kabulleri altinda bu
kuvvet igin

= _pf 2logk 3 )fw k=
F(v) = 2( o k+1)h2v k=1 (2.1.4)

ifadesini veren Reynolds’ Yasas: m1 analim (Suhubi, 1993).

Stokes ve Reynolds yasalari, bir ortak 6zellik olarak, viskoz akigkanlarla temas halinde
bulunan cisimlerin, belli kosullari saglayan hareketleri sirasinda hizlartyla orantili bir
direng¢ kuvvetiyle karsilasacaklarini ortaya koymaktadir. Buradan genellestirmeyle, r
duruma gore degisik ifadeler alabilecek bir viskoz siirtiinme katsayisi (ya da viskoz soniim
katsayist) olmak tizere

F(v)=-1v (2.1.5)
— V . E N V
R
L 1
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Sekil 2.1.3 Stokes Yasasi Sekil 2.1.4 Reynolds Yasast

! George Gabriel Stokes (1819-1903). irlandali matematik ve fizikgi.
? Osborne Reynolds (1842-1912). ingiliz mithendisi.



seklinde hiza lineer bagl genel bir viskoz siirtiinme kuvveti (ya da viskoz soniim kuvveti)
ifadesine ulasmak miimkiindiir. Bu, sik kullanilan bir genelleme olusturur.

Ozel kuvvet yasalarma iliskin &rnekler listesi istenildigi kadar uzatilabilir ise de,
bizim amacimiz bakimindan buna gerek bulunmamaktadir. Ciinkii makina dinamigi
incelemelerinde en ¢ok karsilagilacak kuvvet yasalar1 burada anilmis olanlardir.

2.1.2 KUVVETLERIN SINIFLANDIRILMASI

Kuvvetler ¢esitli Olgiitler bakimindan ¢esitli siniflandirmalara tabi tutulurlar. Biz
de bu béliimde, bu siniflandirmalardan bizim incelemelerimiz bakimindan 6nem tasiyan
bir kagini gdzden gecirecegiz.

2.1.2.1 Evrensel Kuvvetler — Ozel Kuvvetler

Kuvvetler, bir evrensel kuvvet yasasindan m1 yoksa bir 6zel kuvvet yasasindan mi1
tirediklerine baglh olarak evrensel kuvvetler ve 6zel kuvvetler olarak ikiye ayrilirlar. Bu
ayrim Onemlidir, ¢ilinkii evrensel kuvvet yasalarinin hi¢ bir sinirlamaya tabi olmayan
gegerliliklerine karsilik 6zel kuvvet yasalarmmin gecerlilikleri, dayandiklari kabul ve
yaklagikliklarin belirledigi bir cerceveyle simirlidir.  Bu, bir 6zel kuvvet yasasini
kullanacak kisiye, onun gecerlilik sinirlarini iyice tanima ve onu bu sinirlar disinda
kullanmama sorumlulugunu yiikler.

2.1.2.2 Korunumlu Kuvvetler — Korunumsuz Kuvvetler

Etkidigi sistemlerde enerjinin korunumu ilkesinin gecerliligini bozmayan
kuvvetlere korunumlu kuvvetler, bu ilkenin gecerliligini bozan kuvvetlere ise korunumsuz
kuvvetler denir.

Korunumlu kuvvetler, sadece konumun fonksiyonu olan kuvvetler arasindan,
kendilerine iligkin kuvvet yasalarinin, 6rnegin kartezyen koordinatlarda,

F(x) = —gradV = —(%—Zi +%V j +%—\Z/kj (2.1.6)

seklinde, skaler bir V(x,y,z) fonksiyonunun gradiyenti olarak ifade edilebildigi ya da baska
bir deyisle, kendileri i¢in (2.1.6) esitligini saglayan bir V(x,y,z) fonksiyonunun
bulunabildigi kuvvetlerdir. Buradaki V(x,y,z) fonksiyonuna potansiyel enerji fonksiyonu
adi verilir.

Korunumlu kuvvetlere, en sik karsilagilan iki 6rnek olarak, agirlik kuvveti ile
(2.1.1) deki Hooke Yasasina uyan elastik kuvvetler verilebilir. Bunlardan agirlik
kuvvetine ait potansiyel enerji ve kuvvet ifadeleri, C keyfi bir sabiti, z ekseni ise diisey
dogrultuyu gostermek iizere, sirasiyla

V(X,y,z) =mgz+C — F =-mgk (2.1.7)



F=mg
(a) (b) X

v

Sekil 2.1.5 Korunumlu Kuvvetler. (a) Agirlik Kuvveti, (b) Elastik Kuvvet

seklinde (Sekil 2.1.5-a), Hooke Yasasina uyan elastik kuvvetlere ait ifadeler ise, x sekil
degistirme dogrultusunu, x, sekil degistirmeden onceki (gerilmesiz) konumu gdstermek
tizere (Sekil 2.1.5-b),

V(x,y,2) =1k(x=x0)* > F=—k(x—xo)i (2.1.8)

seklindedir.

2.1.2.3 Gergek Kuvvetler — Kurgusal Kuvvetler

Bilindigi gibi, Newton''un ikinci hareket yasasi, m sabit kiitlesine sahip bir
maddesel noktanin a ivmesi ile iizerine etkiyen F kuvveti arasinda

F=ma (2.1.9)

iligkisini kurmaktadir. Ancak, yine bilindigi gibi, (2.1.9) esitliginin bu haliyle gecerli
olabilmesi i¢in buradaki a nin mutlak ivme olmasi, yani hareketsiz ya da diizgiin dogrusal
hareket halindeki bir eksen takimima gére —ki boyle eksen takimlarina Galile® eksen takim
ya da eylemsizlik eksen takimi adi verilir- ivme olmasi1 zorunludur. Eger kendisi de bir
eylemsizlik eksen takimima gore ag ivmeli bir B temel noktasina, @ acisal hizina ve a
acisal ivmesine sahip olacak bigimde hareket eden bir eksen takimi s6z konusu ise ve m
maddesel noktas1 bu eksen takimina gore v, bagil hizi ve a, bagil ivmesiyle hareket
ediyorsa (Sekil 2.1.6) m nin mutlak ivmesi

a=ag+oxr+ox(®xr)+2mxvy, +ay (2.1.10)
olacagindan, (2.1.9) esitliginin

F=mlag +oxr+ox(@xr)+2ox vy +ay| (2.1.11)

! Sir Isaac Newton (1642-1727). Biiyiik ingiliz matematikei, fizikgi, gokbilimei ve diisiiniirii. Kisaca
Principia (ilkeler) adiyla amlan Philosophiae Naturalis Principia Mathematica (Doga Felsefesinin
Matematiksel lkeleri, 1687) adli yapitinin insan zihninin ulastig1 doruklardan birini olusturdugu kabul edilir.

% Galileo Galilei (1564-1642). italyan matematik, fizik ve gokbilimcisi. Modern deneysel bilimin kurucusu.
Kisaca Iki Yeni Bilim adiyla anilan Discorsi e Dimostrazioni Matematiche Intorno a Due Nuove Scienze
Attenenti Alla Meccanica (Mekanige Iliskin Iki Yeni Bilim Hakkinda Konusmalar ve Matematiksel Kanutlar,
1638) adl1 yapitinin Dinamik biliminin kurulusunu ilan ettigi kabul edilir. Bir makina elemani olarak yay1 da
ilk o tasarlamistir.
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Sekil 2.1.6 Bagil Hareket Yapan Maddesel Nokta

seklini almas1 gerekir. Durum boyle oldugu halde, ifadenin, hareketli eksen takimindan
gbzlenen ay, bagil ivmesi i¢in (2.1.9) goriiniimiinii korumasinda israr edilirse

F, = —-m[ag + axr + 0 x(®xr)+20x v} | (2.1.12)

olmak lizere

F+F.=ma 2.1.13
e b

yazilmasi, yani maddesel noktaya F gercek kuvvet inin yanisira, olayin bir eylemsizlik
eksen takiminda ifade edilmiyor olmasindan kaynaklanacak hatayr diizeltmek iizere
(2.1.12) deki gibi tanimlanan bir F. kurgusal kuvvet inin de etkidiginin diislintilmesi
gerekir. Bu kurgusal F. kuvvetine eylemsizlik kuvveti adi verilir. Eylemsizlik kuvvetinin
yapisindaki

F,, = —-m[o x (o x1)] (2.1.14)
terimi merkezkag kuvvet,

F, = 2mo x vy, (2.1.15)
terimi ise Coriolis' kuvveti olarak bilinir.

Ozel olarak, hareketli eksen takimina gore duragan halde olan bir cismin soz
konusu olmasi (v,=0, a,=0) halinde (2.1.13) bagintis1

F+F, =0 (2.1.16)

' Gustave Gaspard Coriolis (1792-1843). Fransiz miihendisi. Hareketli bir eksen takimima gore hareket eden
bir maddesel noktanin ivmesinin, bagil ivme (ay), siiriklenme ivmesi (ag =ag + @ Xr + ® X (® Xr) ) ve

"Coriolis" ivmesi (&, = 20 % V}, ) seklinde ii¢ bilesenden olustugunu belirten ve kendi adi1 tagryan teorem

ile tanmmir. O zamanlar vis viva adiyla bilinen kinetik enerjinin basina 2 ¢arpaninin eklenmesi de onun
fikridir.



Sekil 2.1.7 Eylemsizlik Kuvvetlerinin Etkisi

gbrliinlimiinii alir. Bu baginti, hareketli eksen takimindaki statik denge kosulu olarak
yorumlanabilir. Boylece, her cismin, kendisiyle birlikte hareket ettigi varsayilan hayali bir
eksen takimi icerisinde, ger¢ek kuvvetlerle kurgusal eylemsizlik kuvvetlerinin ortak etkisi
altinda statik denge halinde olacagi kavrayigina gelinir. Bu kavrayisa eslik eden
eylemsizlik kuvveti ifadesi, a mutlak ivmeyi gostermek {izere

F,=-F=-ma (2.1.17)

seklindedir. Kendisine gore bagil hareketin incelendigi bir eksen takimima 6zel vurgu
yapilmadig: siirece eylemsizlik kuvveti denildiginde (2.1.17) deki kuvvet anlagilir.

Sekil 2.1.7 de goriilen ve kendine bagl xy eksen takimi igerisinde, bagli oldugu
gobegin a—a kesidine uyguladigi F kuvvetiyle, kiitle merkezine etkiyen F. eylemsizlik
(merkezkag) kuvvetinin etkisi altinda dengedeymis gibi goriinen pala 6rneginde oldugu
gibi, eylemsizlik kuvvetleri gercek kuvvetlermis gibi duyumsanir ve onlar gibi etkili
olurlar.

2.1.2.4 i¢ Kuvvetler— Dis Kuvvetler

GOz Oniline alinan bir mekanik sistemin sinirlari i¢inde kalan 6gelerin birbirlerine
uyguladiklar etkilesim kuvvetleri bu sistem igin i¢ kuvvet, bu smirlar disindaki 6gelerin
icindekilere uyguladiklari kuvvetler ise bu sistem i¢in dis kuvvet olarak adlandirilir.

Kolayca anlasilabilecegi gibi, bir tek maddesel noktadan olusan bir mekanik
sisteme etkiyen biitiin kuvvetler dis kuvvettir. I¢ kuvvet kavrami en az iki maddesel
noktadan olusan mekanik sistemler i¢in s6z konusu olur. Yine kolayca anlagilacag: gibi ic
kuvvet-dis kuvvet ayrimi kuvvetlerin dogalariyla degil, secilen sistem sinirlariyla ilgilidir.
Ornegin Sekil 2.1.8 deki 2 pargaciginin 1 pargacigma uyguladigi f;, kuvveti A sistemi igin
i¢, B sistemi i¢in dis kuvvet iken fi;3 kuvveti hem A hem B i¢in i¢, f14 kuvveti ise her iki
sistem i¢in de dis kuvvettir. I¢ kuvvet — dis kuvvet ayrrm1 Newton mekaniginde biiyiik
Oneme sahiptir.

Sekil 2.1.8 i¢ Kuvvet - Dis Kuvvet
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2.1.2.5 Verilmig Kuvvetler — Kisit Kuvvetleri

Kimi sistemler, hareketlerini kisitlayan engellerin bulundugu ortamlarda hareket
etmek zorundadir. Ornegin, Sekil 2.1.9-a daki boncugun, iizerine gecirildigi tele dik
dogrultudaki hareketleri, Sekil 2.1.9-b deki diizlemsel sarkacta m maddesel noktasinin O
merkezli, { yaricapli cembere dik dogrultudaki hareketleri, Sekil 2.1.9-c deki bilyanin,
tizerinde yuvarlandigi yilizeye dik dogrultudaki hareketleri kisitlanmig, bunlara teget
hareketler ise serbest birakilmistir. Bu kisitlamalar1 fiilen saglayan ise, hep, ortamdaki
engelin hareket eden cisme, olas1 biitlin hareketlere dik dogrultuda uyguladig: bir N temas
kuvvetidir. Bu tip kuvvetlere kisit kuvveti adi verilir. Bir dinamik probleminde kisitlarin
kendileri veri olmakla birlikte kisit kuvvetleri degildir. Bunlar ancak dinamik probleminin
¢Oziilmesiyle, problemin bir ¢iktisi olarak hesaplanabilir. Kisit kuvvetlerinin disinda kalan
ve dinamik probleminin girdisi olan kuvvetlere verilmis kuvvetler denir.

Verilmis kuvvet—kisit kuvveti ayrimi analitik mekanikte biiyiik 6neme sahiptir.

‘ _:1-'5‘: i,
T oo S e g

o LIy
i ‘3\!:-: et

(@) (b) (©)

Sekil 2.1.9 Kisith Hareketler ve Kisit Kuvvetleri

2.2 RIiJID CiSIMLERDE KUTLE VE KUTLE DAGILIMI

2.2.1 RiJIiD CiSMIN KUTLESI

Bir rijid cisim, V hacmi boyunca (bu hacmi olusturan dV hacim elemaninin kiitlesi
dm olacak bicimde) dagilmis dm kiitle elemanlarinin olusturdugu bir biitiindiir. Her hacim
elemaninda, elemanter kiitlenin elemanter hacme oranina yogunluk adi verilir:

p= 3_r\r]1 (2.2.1)
Yogunluk cisim icerisinde noktadan noktaya degisebilir (p = p(X,y,z)). Bu durumda

cismin heterojen bir cisim oldugu sdylenir. Ozel olarak yogunlugun cisim boyunca sabit
olmasi1 halinde ise homojen bir cisimden s6z edilir. (2.2.1) den, integraller rijid cismin
uzami boyunca alinmak iizere

11
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Sekil 2.2.1 Rijid Cisimde Kiitle Dagilimi

m = [dm = [pdV (2.2.2)

seklinde hesaplanan m skaleri rijid cismin kiitlesi adin1 alir. Homojen bir cisim s6z konusu
oldugunda p sabit olacagindan, (2.2.2) integre edilerek bulunan

m = pV (2.2.3)
esitligi gecerli olur.

Maddesel noktalardan farkli olarak, rijid cisimlerin eylemsizlik 6zelliklerinin
tanimlanabilmesi i¢in m kiitlelerinin verilmesi yeterli degildir. Bunun yanisira, kiitlenin
cisim igerisindeki dagilimina iliskin bazi bilgilerin de verilmesi gerekir. Bu bilgilerin

dinamik bakimdan eksiksiz bir bigimde tanimlanabilmesi i¢in ise iki yeni kavrama; kiitle
merkezi ve eylemsizlik tansorii kavramlarina gereksinim vardir.

2.2.2 RIiJIiD CiSMIN KUTLE MERKEZi

Rijid cismin, yer vektorii (integraller cismin uzami boyunca alinmak iizere)

rdm
rg = jjdm = %erm (2.2.4)

seklinde tanimlanan S noktasina rijid cismin kiitle merkezi adi verilir (Sekil 2.2.1). Bu
vektorel denklem yerine, istenirse, kiitle merkezinin koordinatlarini veren

Xg = J'xdm, ys = %J.ydm, zg = %Izdm (2.2.5)

T m

skaler bagintilar1 da yazilabilir.

2.2.3 RiJiD CiSMIN EYLEMSIZLIK TANSORU

Tansorler, n boyutlu uzayda n™ adet say1 yardimiyla tanimlanan (n™ adet bilesene
sahip olan) ve bilesenleri koordinat doniisiimlerinde kendine 6zgii doniisiim yasalarina tabi
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olan matematiksel ¢okluklardir. Burada n tansoriin boyutunu, m ise tansoriin mertebesini
gosterir. Ozel olarak skalerler sifirinci, vektorler ise birinci mertebeden tansérlerdir. Buna
gore skalerlerin, uzayin boyutundan bagimsiz olarak n’=1 adet bilesene, vektérlerin ise n
boyutlu uzayda n'=n adet bilesene sahip olmasi gerekir ki bunun boyle oldugu zaten
bilinmektedir.

Rijid cisimlerin kiitle dagilimmin kinetik bakimdan 6nem tasiyan ozelliklerine
iliskin bilgiler, eylemsizlik tansorii adi verilen, -rijid cisim li¢ boyutlu uzayda tanimh
oldugu i¢in- ii¢ boyutlu (n=3), ikinci mertebeden (m=2) bir I tansorii yardimiyla tasvir
edilir. Eylemsizlik tansoriiniin sahip olacagi anlasilan 3°=9 adet bilesen, eylemsizlik
tansoriiniin bilesenler matrisi adi verilen 3x3 liik bir matris seklinde gosterilir. Bu matrisin
genel goriintisti

I | -1

XX Xy XZ
I=|-I, I, -I, (2.2.6)
- sz - IZy Izz

seklindedir. Bir tansor asla bilesenler matrisinden ibaret olmamakla birlikte, bizim
amacimiz bakimindan burada bilesenler matrisiyle ilgili baz1 bilgileri animsatmak yeterli
olacaktir. Bilesenler matrisinin ana kosegeni iizerindeki ti¢ bilesen eylemsizlik momenti
adini alir ve integraller cismin uzami boyunca alinmak iizere

I = [(y* +20)dm, Iyy=[(x* +2%)dm, I, = [(x* +y*)dm 2.2.7)

seklinde tanimlanirlar (Sekil 2.2.1). Kdsegen dis1 bilesenler ise eylemsizlik ¢arpimi diye
adlandirilirlar ve tanimlari

yz =l = [xzdm (2.2.8)

seklindedir. Istenirse bu tamimlar, topluca, o.B,y=X,y,z; o # p#7y gosterilimiyle

Iy =gy = [xydm, I, =T, = [xzdm, I

oo = I(BZ + Yz)dma
(2.2.9)
IO‘B = IBO( = jO(.BdIl’l

seklinde de yazilabilir. Bu tanimlardan hemen anlasilacagi gibi eylemsizlik tansorii
bilesenler matrisi bakisimli (simetrik) bir matristir.

Burada, yeri gelmisken, eylemsizlik yaricapt kavramindan da séz etmeden
gecmeyelim.

= e oy =mid, (2.2.10)

i
oo m

seklinde tanimlanan biiyiikliige rijid cismin o eksenine gore eylemsizlik yarigapt adi
verilir. Kiitlesi bilinen bir rijid cismin Iy, eylemsizlik momentinin verilmesi gerektiginde
cogu kez bunun yerine iy eylemsizlik yaricapinin verilmesi yoluna gidilir.
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Eylemsizlik tansoriiniin bilesenleri, kullanilan eksen takimina goére degisir. Bu
nedenle zaman zaman, bir eksen takimindaki bilesenleri bilinen eylemsizlik tansoriiniin bir
baska eksen takimindaki bilesenlerinin hesaplanmasi problemiyle karsi karsiya kalinir. Bu
koordinat déniisiimii problemlerinde, genellikle, birbirine gore 6telenmis eksen takimlari
arasindaki doniigiimlerle birbirine gore donmiis eksen takimlar1 arasindaki doniisiimler ayri
ayr1 ele alinir. Biz burada birbirine gore 6telenmis eksen takimlar1 arasindaki doniisiimlere
iliskin bir sonucu animsatmakla yetinelim.

Bir rijid cismin S kiitle merkezini baslangi¢ alan bir Sx'y’z" dikgen eksen
takimindaki Iia eylemsizlik momentleri ve 13[3 eylemsizlik ¢arpimlar1 bilinirken, keyfi
bir P noktasini baslangi¢ alan ancak eksenleri Sx"y’z" niinkilere paralel olan bir Pxyz eksen
takimindaki Iga eylemsizlik ~ momentleri  ve 1§B eylemsizlik  carpimlari,

p=PS=pii+pyj+pk olmak iizere (Sekil 2.2.1)

Ioa = Too + m(pﬁ + p%) = I +m3}, (2.2.11)
Ve

P
Iop = 15p + mpypp (2.2.12)

seklinde hesaplanir. Bu bagmntilar Huygens'-Steiner Formiilleri adiyla bilinir. Kolayca
anlagilacag: gibi (2.1.11) bagintisindaki 6, = 1/p% + p% iki eksen takiminin a eksenleri

arasindaki dik uzaklig1 géstermektedir.

Eylemsizlik tansorii bilesenler matrisinin her eksen takiminda farkli bir goriiniim
almas1 gercegi, bu matrisin 6zellikle yalin bir goriiniim alacagi 6zel eksen takimlarinin
bulunup bulunmayacagi sorusunu giindeme getirir. Bu matrisin alabilecegi en yalin
goriiniim bir kdsegen matris goriinlimiidiir. Her rijid cisim ve her keyfi baslangi¢ noktasi
secimi i¢in bilesenler matrisinin kdsegen goriinlim almasina yol acan en az bir eksen
takimi vardir. Bu eksen takimlarina asal eylemsizlik eksen takimlari, bunlarin eksenlerine
asal eylemsizlik eksenleri (Eger bir a—a ekseni Ip=I,,~0 olmasina yol aciyorsa bu bir asal
eksendir.), bu eksenlerin dogrultularina ise asal dogrultular adi verilir. Bir asal eksen
takiminda ifade edildiginde eylemsizlik tansorii bilesenler matrisinin tiim kosegen disi
elemanlar (eylemsizlik ¢arpimlari) sifir olur, geriye kalan iic kdsegen eleman ise asal
eylemsizlik momentleri adin1 alir. Bu durumda matris

I, 0 O
I=|0 Iy 0 (2.2.13)
0 0 Iz

goriinlimiindedir. Bu goriiniimiin saglayacagi hesap kolayliklarindan yararlanmak {izere,
genellikle, asal eylemsizlik eksen takimlarinda ¢aligmak yeglenir.

' Christiaan Huygens (1629-1695). Hollandali matematik, fizik ve gokbilimcisi. Matematikte olasilik hesabi
ve logaritma kuraminimn kurulusuna katkilariyla; mekanikte eylemsizlik momenti, merkezka¢ kuvvet
kavramlarini yaratmasi, cisim sarkaglar kurami ve carpisma kuramini kurmasiyla; optikte 15181n dalga
kuramini ortaya atmasiyla bilinir.
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Tablo 2.1 Geometrik Sekilli Baz1 Homojen Cisimlerin Eylemsizlik Momentleri

Cisim Sekil Eylemsizlik Momentleri
L2 . 82
e I§ =%m(a2+£2)
Dikdortgenler Prizmasi b S:\\T‘i 777777 Ig = %m(b2 +0%)
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Verilmis bir rijid cismin asal eksenlerinin ve asal eylemsizlik momentlerinin
belirlenmesi problemi genelde ugrastirici bir problem olmakla birlikte, kimi bakigim
Ozelliklerine sahip homojen cisimler s6z konusu oldugunda asal eksenleri bir bakista
belirlemek de miimkiindiir. Bunun i¢in (2.2.8) tanimlarindan ¢ikan, ancak ¢ikartilisini
burada vermeyecegimiz su kurallarin akilda tutulmasi yeterlidir: Eger bir Pxyz eksen
takiminin Pxy, Pxz ve Pyz diizlemlerinden bir tanesi cismin bir bakisim diizlemi ise bu
diizleme dik eksen bir asal eylemsizlik eksenidir, yok eger bu diizlemlerden en az iki tanesi
cismin birer bakisim diizlemi ise Pxyz eksen takimi biitiiniiyle bir asal eksen takimidir.

Tablo 2.1 de, geometrik sekilli bazi homojen cisimlerin, S kiitle merkezini
baslangi¢ alan bir asal eksen takimindaki asal eylemsizlik momentleri verilmistir.

2.2.4 RiJiD CiSMIN BiR ESDEGER MADDESEL NOKTALAR SiSTEMINE
INDIRGENMESI

Bir rijid cismin eylemsizlik 6zelliklerini tanimlamak i¢in kiitlesini, kiitle merkezini
ve eylemsizlik tansoriinii vermek yeterlidir. Bu, kiitlesi, kiitle merkezi ve eylemsizlik
tansOrii birbirinin ayni olan iki rijid cismin dinamik bakimdan birbiriyle 6zdes olacagini
sOylemekle es anlamlidir. Makina dinamigi incelemelerinde bazen bundan yararlanarak
bir rijid cismin yerine, birbirine hayali, kiitlesiz fakat rijid baglarla bagl (rijid bir biitiin
olusturan) bir dizi maddesel noktanin olusturdugu bir sistemin gegirilmesi yoluna gidilir.
Buna, rijid cismin bir esdeger maddesel noktalar sistemine indirgenmesi denir. Bu
uygulama, Ozellikle, s6z konusu maddesel noktalarin istenilen, uygun yerlere
yerlestirilebilmesi halinde yarar saglar.

2.2.4.1 En Genel Hal

Simdi bdyle bir indirgemenin, en genel halde nasil yapilacagini gormek iizere Sekil
2.2.2 deki rijid cismin n adet maddesel noktadan olusan sisteme indirgenmesi problemini
ele alinsin ve, genelligi bozmayan bir se¢imle, cismin bilinen S kiitle merkezini baslangig
alan bir asal Sxyz eksen takiminda calisilsin. Cismin kiitlesi m, Sxyz deki asal eylemsizlik
momentleri ise I°,, ISy ve I%, olsun. S baslangi¢ alindigma gore xs=ys=zs=0, bir asal eksen
takiminda calisildigina gore de ISXyZISXZZISny olacagina ve maddesel noktalar sisteminde
kiitle, kiitle merkezi ve eylemsizlik moment ve ¢arpimi hesaplarinin (2.2.2), (2.2.5),
(2.2.7) ve (2.2.8) bagintilarinda  integraller  yerine toplamlar  koyarak
gerceklestirilebilecegine dikkat ederek, esdegerlik kosullar1 olarak

n

Sm; =m (2.2.14)
i=1

n n n

Zmixi =0, Zmiyi =0, Zmizi =0 (2215)
i=1 i=1 i=1

n n n

Smi(yi+z0) =13, Ymixf+z0) =15, Ym(xf +y]) =1 (2.2.16)
i=1 i=1 i=1

S S S S S s

Zmixiyi = Ixy =0, Zmixizi = IXZ =0, Zmiyizi = Iyz =0 (2217)

i=1 i=1 i=1
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Sekil 2.2.2 Maddesel Noktalar Sistemine Indirgeme (Genel)

yazilabilir. (2.2.14-17) denklemleri, problemin mj, x;, yi, zi ; i=1,2,...,n seklindeki 4n adet
bilinmeyeni i¢in 10 denklemlik bir takim olusturmaktadir. Buradan, bir ¢6ziim
bulunabilmesi i¢cin  4n>10 — n>3 olmas1 gerektigi anlasilir. Burada ayrintisina
girmeyecegimiz daha derin bir inceleme, bulunan ¢oziimiin fiziksel anlam tasiyabilmesi
icin n>4 olmas1 gerektigini ortaya koyar. Bunun anlami, en genel halde, bir rijid cismin en
az 4 maddesel nokta i¢eren bir maddesel noktalar sistemine indirgenebilecegidir. Bdyle bir
indirgemede bilinmeyenlerden s=4n-10 tanesine keyfi degerler verilebilir, geri kalan 10
tanesi ise yukaridaki denklem takimindan sayisal bir yontemle hesaplanir.

2.2.4.2 Diizlemsel Hareket Yapan Diizlemsel Cisimler Hali

Yukarida en genel haliyle tanmitilan maddesel noktalar sistemine indirgeme
problemi, diizlemsel hareket yapan diizlemsel cisimler 6zel halinde ¢ok daha yalin bir
goriinim alir. Hareketli makina uzuvlar1 ¢ogunlukla bu ¢ergeveye girdiginden burada bu
0zel halin ayrica ele alinmasi yerinde olacaktir. Ancak ilkin diizlemsel hareket yapan
diizlemsel cisim kavramina agiklik getirelim: Eger bir rijid cisim, biitiin noktalarinin
yoriingeleri birbirine paralel diizlemler i¢inde kalacak bicimde hareket ediyorsa bu cismin
diizlemsel hareket yaptig1 soylenir. Eger diizlemsel hareket yapan bir rijid cismin hareket
diizlemi, kiitle merkezinden gegen bir asal eylemsizlik eksenine dikse, cismin bir diizlemsel
cisim oldugu sdylenir. Diizlemsel hareket yapan diizlemsel bir rijid cismin biitiiniiniin
dikkate alinmas1 gerekmez. Kiitle merkezini i¢ine alan, hareket diizlemine paralel kesiti —
ki buna ana levha adi1 verilir- cismi temsil i¢in yeterlidir.

Sekil 2.2.3 Maddesel Noktalar Sistemine indirgeme
(Dtizlemsel Hareket Yapan Diizlemsel Cisim)
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Diizlemsel hareket yapan bir diizlemsel cisim, hepsi ana levha diizlemi igerisinde yer alan
bir dizi maddesel noktadan olusan bir maddesel noktalar sistemine indirgenebilir (Sekil
2.2.3). Sxy diizlemi ana levha diizlemi olarak alinirsa, bu durumda z=0 ; i=1,2,...,n
olacagindan (2.2.15) bagintilarinin iigiinciisii ve (2.2.17) bagintilarinin ikinci ve {ligiinciisii
kendiliginden saglanir ve problemden diiser. Ayrica (Boliim 2.3.2.2 de goriilecegi gibi)
Sxy diizlemi igerisindeki bir diizlemsel harekette I°,, I° ve I°, nin igerdigi bilgiler
belirleyici olmaktan ¢ikar. Bu yilizden bunlara iligkin (2.2.16) bagintilarinin bir ve ikincisi
ile (2.2.17) bagmtilarinin ilki de problemden diiser. Bodylece bu durumda (2.2.14-17)
bagintilarindan geriye

n

> mj=m (2.2.18)
i=1

n n

Zmixi =0 5 Zmiyi =0 (2219)
i=1 i=1

S 2 2 _S_ .2

> m(x{ +y{) =1, =mi§ (2.2.20)

i=1

kalir. (2.2.18-20) denklemlerinin temsil ettigi indirgeme problemi, mi, Xi, yi ; i=1,2,...,n
seklindeki 3n adet bilinmeyene karsilik 4 denklem igermektedir. Buna gore, bir ¢oziim
bulunabilmesi i¢in 3n>4 — n>2 olmalidir. Bunun anlami, diizlemsel hareket yapan
diizlemsel cisimlerin, hepsi ana levha igerisinde yer almak kaydiyla, en az iki maddesel
noktadan olusan bir maddesel noktalar sistemine indirgenebilecegidir. Bdyle bir
indirgemede bilinmeyenlerden s=3n-4 tanesine keyfi degerler verilebilir, geri kalan 4
tanesi ise yukaridaki denklem takimindan hesaplanir. Asagida buna iki 6rnek verilecektir.

Iki Maddesel Noktaya Indirgeme: Indirgeme noktalar1 A ve B olsun (Sekil 2.2.4). Bu
durumda problemin bilinmeyenleri ma, X4, YA, mp, Xg Ve yp olacaktir. n=2 oldugundan bu
bilinmeyenlerden s=3x2-4=2 tanesine keyfi degerler verilebilir. Bu keyfilik maddesel
noktalardan birinin (A nin) konumunu se¢mek i¢in kullanilarak xs=-0A, yo=0 alinabilir. Bu
yapilirsa (2.2.18-20) denklemleri

mp +mg =m (2.2.21)
—mAfA +mpXpg = 0, mpyp = 0 (2222)
mAE%,\ + mB(XZB + yZB) = mig (2.2.23)
A y
A S B
2 ( ) .
) { X
m mp
R b
h <

Sekil 2.2.4 iki Maddesel Noktaya indirgeme
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seklini alir. Bu denklemlerin mp, mp, Xg ve yg i¢in ¢oziilmesiyle

yg =0 (2.2.24)
XB = EB = H (2225)
my=—B m='By (2.2.26)
AT +lg 0 <
mp = —A _m=fan (2.2.27)
B™ +ip / <

hesaplanir. Buna gore, diizlemsel hareket yapan diizlemsel bir rijid cismin, ana levha
icerisine, cismin kiitle merkezinden gegen bir dogru iizerine her biri kiitle merkezinin bir
yaninda kalacak bicimde yerlestirilecek iki maddesel noktadan olusan bir maddesel
noktalar sistemine indirgenebilecegi anlagilmaktadir. Bu indirgemede noktalardan birinin
konumu keyfi segilirse digerinin konumu ve indirgeme kiitleleri (2.2.25-27) deki gibi
hesaplanir.

U¢ Maddesel Noktaya Indirgeme: Indirgeme noktalar1 A, B ve cismin kiitle merkezi S
olsun (Sekil 2.2.5). Problemin ma, Xa, ya, Mmp, Xg , Y , Mms, Xs, ys seklindeki
bilinmeyenlerinden s=3x3-4=5 tanesi keyfi olarak secilebilir. Indirgeme noktalarindan
birinin S olarak segilmesiyle zaten xs=0 ve ys=0 seklinde iki keyfi se¢im yapilmis
durumdadir. Buna ek olarak xs=-fa, ya=0, xg={p sec¢imlerini yapalim. Bdylece B nin
ordinati disinda her ii¢ noktanin konumunun da se¢ilmis olduguna dikkat ¢ektikten sonra
bu degerlerle (2.2.18-20) denklemlerine doniiliirse,

mp +mpg+mg =m (2.2.28)
— mAEA + mBEB =0, mgyp = 0 (2229)
ma (4 +mp(f% +y3) = mij (2.2.30)

elde edilir. Bu denklemlerin geriye kalan yg, ma, mp , mg bilinmeyenleri i¢in ¢oziilmesiyle
de

Sekil 2.2.5 Ug¢ Maddesel Noktaya indirgeme (Ozel Hal)
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yg =0 (2.2.31)

= ié = ié 2.2.32
MA = Uarig =702 ™ (2.2.32)
= ié = ié 2.2.33
MB = T atip) = igt™ (2.2.33)
2
mg =[1— s Jm (2.2.34)
IAlB

bulunur. Buradan, diizlemsel hareket yapan bir diizlemsel rijid cismin, ana levha igerisine,
biri kiitle merkezine, diger ikisi ise buradan gecen bir dogru iizerine, kiitle merkezinin iki
yaninda istenilen konumlara yerlestirilecek iic maddesel noktadan olusan bir sisteme
indirgenebilecegi anlagilmaktadir. Bu, makina dinamigi hesaplarinda sik sik bagvurulan
cok elverisli bir indirgeme olusturur.

Burada ele alimanin ¢ok o6zel bir lic maddesel noktaya indirgeme problemi
oldugunu, noktalardan birinin cismin S kiitle merkezi olarak secilmemesi halinde
problemin daha genel bir hal alacagini not edelim fakat bu genel halin, biraz daha karisik
olan incelemesini bir arastirma konusu olarak birakalim.

Ornek Problem 2.2.1

Sekil Pr.2.2.1-1 deki {i¢ ¢ubuk
mekanizmasinda =50 mm, r;=200
mm, r,=150 mm, a,=25 mm, a3;=100
mm, a;=50 mm, m,=0.1 kg, m3=0.5
kg, m4=O.3 kg, i52:20 mm, is3:80
mm, is4=50 mm verildigine gore,
mekanizmay1 dinamik esdeger olarak
S,, A, S;, B, S; noktalarma
yerlestirilecek maddesel noktalara

[

indirgeyiniz.
Sekil Pr. 2.2.1-1
Coziim:
(3)
e "B .
mg) S3 Ilkin uzuvlar teker teker ele
n® aliarak (2.2.32-34) bagintilar
2) B uyarinca iicer maddesel noktaya
M (4) indirgensin  (Sek. Pr.2.2.1-2). Bu
2) m la2 1 le al
mg S, amagla 2 numarali uzuv ele alinirsa
2
(2)
A, m®

Sekil Pr. 2.2.1-2
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2

@ _ sy 20 oL
my, = oy my =255 0.1=0.032kg

2

@_ S 20
mA B (rz_aQ)'I'z m2 - 25-50 01 = 0032kg

2 2 2
m{’) = mj - (mgg + m§3>): 0.1-2-0.032 = 0.036kg
elde edilir. Benzer hesaplarin 3 ve 4 numarali uzuvlar igin yinelenmesiyle de

3 3 3
mi =016k , m§) =0.16kg , m{) = 0.18kg

m{) = 0.0skg , m{ =0.10kg , m{) = 0.15ke

bulunur. Buradan mekanizmanin biitiiniine ge¢cmek iizere ayn1 noktaya farkli uzuvlardan
gelen kiitleler toplanir ve hareketsiz A, ve B, noktalarina gelen kiitleler, dinamik bakimdan
etkisiz olduklarindan bir yana birakilirsa

_ @ _
mg =mg’ = 0.036kg ,

S2
mp = mf,f) +mg) =0.192kg,

—m® _
mg, =mg, =0.180kg,

S3
mpg = mg’) +mg) =0.210kg ,

—m® _
mg, =mg’ = 0.150kg

S4

elde edilir. Buna gore mekanizma, dinamik bakimdan, {i¢ kiitlesiz ¢ubugun tasidigt 5
maddesel nokta olarak modellenebilir (Sek. Pr.2.2.1-3).

Ancak, A ve B mafsallarinda uzuv eylemsizliklerinin birbirine karigmis oldugu bu
modelin, bu mafsallardaki tepki kuvvetlerinin hesaplanmast 6zel amacina yonelik
problemlerde kullanilamayacaginin belirtilmesi gerekir.

Sekil Pr. 2.2.1-3
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2.3 RiJID CISIMLERIN VEKTOREL MEKANIGININ
ESASLARI

Bu boliimde, rijid cisimlerin vektorel mekaniginin, makina dinamigi
incelemelerinde yararli olacak bazi temel ilkeleri gozden gegirilecektir. Bilindigi gibi rijid
cisimlerin hareketi, biri kiitle merkezinin hareketi digeri ise donme hareketi olmak iizere
iki kisimda incelenir. Asagida ilkin bu konudaki animsatmalara yer verilecektir.

2.3.1 RiJiD CiSMiN KUTLE MERKEZINIiN HAREKETI

Maddesel noktalar i¢in ifade edilmis olan Newton un Ikinci Hareket Yasas: mn rijid
cisimlere uygulanmasiyla,

p = mvg (2.3.1)

cismin (mutlak) ¢izgisel momentumu (ya da hareket miktari), F ise cisme etkiyen dis
kuvvetlerin bileskesi olmak {izere

d
F = d_l: = mag (2.3.2)

ifadesine gelinir. Burada vgs ve ag cismin kiitle merkezinin mutlak (Bir eylemsizlik eksen
takimma gore) hiz ve ivmesini gostermektedir. Buna gore, bir rijid cismin S kiitle
merkezinin, cisme etkiyen tiim dis kuvvetlerin toplam etkisi altinda bulunan ve cismin
toplam kiitlesine sahip olan bir maddesel nokta gibi hareket edecegi anlagilir. Bu gercek
bazen Kiitle Merkezinin Hareketi Teoremi ad1 altinda ifade edilir.

Arzu edilirse (2.3.2) vektorel denklemi yerine,

FX = mis , Fy = mys , FZ = mis (233)

skaler denklemleri de yazilabilir.

2.3.2 RiJiD CiSMiN DONME HAREKETI

Rijid cismin donme hareketi, P noktasi cismin ya (varsa) hareketsiz bir noktasi, ya da
S kiitle merkezi olmak kaydiyla,

H' =T'o (2.3.4)

cismin P’ye gore (mutlak) agisal momentumu (ya da hareket miktarimin P’ye gore
momenti), M" ise cisme etkiyen tiim dis kuvvetlerin P’ye gére momentleri toplami olmak
uzere

P
I\ :%:IPa+mxIPm:IPa+mxHP (2.3.5)
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denklemi uyarinca cereyan eder. Bu gercek genellikle Hareket Miktarinin Momenti
Teoremi ad1 altinda ifade edilir. Burada I”, cismin eylemsizlik tansoriiniin P’yi baslangic
alan, cisme bagli (onunla birlikte hareket eden) bir Pxyz eksen takimindaki bilesenler
matrisi, ® ve a ise cismin (dolayisiyla da anilan eksen takiminin) mutlak agisal hiz ve ivme
vektorlerinin yine bu eksen takimindaki ifadeleri olup, (2.3.5) esitligindeki tiirevin
alimmasinda, hareketli eksen takiminda ifade edilmis vektorlerin zamana gore mutlak

tirevlerini  hesaplamakta  kullanilan (d ) =(d + @ X% operatoriinden

\dt ‘mutlak ~ \dt bagil
yararlanilmistir.

Istenirse, (2.3.5) vektorel denklemi yerine, burada MP = MEi + Mg j+ MZPk ,
0 =oit+ogjt+ok, a=ait+agjt+oak esitlikleri ve I' nin (2.2.6) daki ifadesi yerine

konulup hesap yapilarak elde edilen

P P P P
My = Iixox + Ixy((’)x(D - OCy) —Iy, ((’Jx(’)y +a,)

y

P P 2 2 P
- lyoy0, -1y, (0} —07) + [;,0,0,

P P P P
My = Iyyoy —Ixy (00, +ay) + 1y, (0g0y — o)

P P 2 2 P
+ Ly 030, + Iy, (0 —o;)—-1,,0,0, (2.3.6)

P P P P
M; =10, +1, (wyc‘)z —Oy) - Iyz(wxwz + 0Ly)

P P 2 2 P
— Lix 050y — Ly (0 —03) + [jyo.oy

skaler denklemleri de yazilabilir. Bu denklemler, rijid cismin donme hareketini yoneten en
genel denklemlerdir. Iki 6zel halde bu denklemlerin alacagi goriiniim dikkat cekicidir:
2.3.2.1 Denklemlerin Bir Asal Eksen Takiminda Yazilmasi1 Hali

(2.3.6) denklemlerinin ifade edildigi Pxyz eksen takiminin cismin, P noktasim
baslangic alan bir asal eksen takimi olarak seg¢ilmesi halinde, bu durumda

Igy = IEZ = IEZ =0 olacagindan denklemler basitlesir ve

P P P (P

My =Txoy —(Iy - I oy,
P P P (P

My =Tyoy —(I; —Iy)m 0k (2.3.7)
P P P +P

M; =T;a, - (Ix - Iy)ogoy
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goriiniimiinii alir. Asal eksen takimlarinda calismanin yararlarin1 gézler 6niine seren ve
kendilerini ortaya koyan bilim adamuinin adiyla Euler' Denklemleri diye adlandirilan bu
denklemler, rijid cisimlerin en genel donme hareketini yoneten denklemlerin alabilecegi en
yalin goriiniimii temsil ederler.

2.3.2.2 Cismin Dogrultusu Sabit Bir Eksen Cevresinde Donmesi Hali

Rijid cismin, dogrultusu sabit bir eksen cevresinde donmesi 6zel halinde, bu
dogrultu olarak genelligi bozmayan bir kabulle Pxyz eksen takiminin 6rnegin Pz ekseninin
dogrultusu alinirsa, © = ok, a = ok olacagindan oy = ©y =0y =ay =0 olur ve (2.3.6)

denklemleri

y

P P P 2
M, =-I 0, + IyzooZ

P P P 2

My = -1y, - 1},0; (2.3.8)
P P

MZ = IZZG‘Z

goriinimiinii alir.  (Cismin hareketinin xy diizlemi igerisinde bir diizlemsel hareket
. .. .. P P P . :
olmasiyla celismeyen yegane donme olan bu dénmede I, Iy, ve Iy nin etkin

olmadigina ve bunun B6liim 2.2.4.2 deki belirlememizle uyumlu olduguna dikkat ediniz.)

(2.3.8) denklemleri su dikkat g¢ekici 6zelligi ortaya koymaktadir: Eger bir rijid

cisim, asal olmayan bir Pz ekseni ¢evresinde dondiiriiliirse IEZ =0 ve Igz # 0 olacagindan

ME =0 ve Ml; #0 olur. Bunun anlami, bu durumda cismin Pz donme ekseninin

dogrultusunu koruyabilmek i¢in, cisme Px ve Py eksenleri g¢evresinde momentler
uygulanmasi gerekecegidir. Tersine eger cisim asal bir Pz ekseni ¢evresinde dondiiriiliirse,

bu durumda IEZ = IEZ =0 olacagindan Ml,: = Mg =0 olur. Bunun anlam ise, asal bir

donme ekseninin dogrultusunun kendiliginden korunacagidir. Bu belirlemeler, Makina
Dinamiginin en 6nemli problemlerinden biri olan rotorlarin dinamik dengesi konusunun
kuramsal temelini olusturur. Bu konu ileride ayrintili olarak ele alinacaktir.

2.3.3 RiJiD CiSMIiN STATiK DENGESI

(2.3.3) ile (2.3.6), (2.3.7) veya (2.3.8) denklemleri, birlikte, uzayda 6 serbestlik
derecesine sahip oldugu bilinen rijid cisim hareketinin 6 hareket denklemini olusturur. Bu
denklemler bazen topluca Newton-Euler Denklemleri adiyla anilir. Bu denklemlerde biitiin
hiz ve ivmeler yerine sifir konuldugunda, harekete yol agmayacak kuvvet ve momentler
icin (Artik biitiin cisim hareketsiz oldugundan P keyfi bir nokta olmak {izere)

' Leonhard Euler (1707-1783). isvigre’li biiyilk matematik ve mekanik¢i. Gauss ve Riemann’la birlikte
modern matematigin en biiyiik {i¢ simasindan biri. Newton un attig1 temel {izerinde klasik mekanigin baslica
mimart. Bilimsel yazilarmin 100 biiyiik cildi asacak miktardaki hacmiyle, edebiyat dahil tiim alanlarin ve tiim
zamanlarin en iiretken yazari.
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(2.3.9)
My =0, My=0, Mj=0

denklemleri elde edilir ki bilindigi gibi bunlar rijid cismin statik denge denklemleridir.

Makinalar gibi rijid cisim topluluklarinin hareketleri (ya da statigi) Newton-Euler
denklemleri yardimiyla incelenmek istenirse, ayirma ilkesi uyarinca, 6nce her bir rijid
cismi sistemden ayirarak ele alip bunlarin hareket (ya da denge) denklemlerini ayr1 ayri
yazmak, sonra da bu denklemleri birlestirerek sistemin hareket denklemlerine ulasmak
gerekir. Biitiine pargalardan ulasilmasini gerektirdigi i¢in bu yaklasim bazen sentetik
mekanik adiyla anilir. Bu, biitlinden yola ¢ikarak parcalara ulasan ve Boliim 2.4 te ana
hatlarin1 gdzden gecirecegimiz analitik mekanik ile keskin bir karsitlik olusturur.

2.3.4 RiJiD CiSMIN KINETIiK ENERJISI

Mekanigin enerji esasl yaklagimlarinda, rijid cisimlerin kinetik enerjilerinin ifade
edilmesi gerekli olur. Bu nedenle, rijid cisimler mekanigi konusunu kapatmadan, rijid
cisimlerde kinetik enerji hesab1 konusuna da kisaca deginmek yerinde olacaktir.

Cisme ait sabit bir O noktasinin bulundugu 6zel hareketlerde kinetik enerji 6zel
olarak, (T st indisi evrigi gostermek iizere)

T=10T% (2.3.10)

seklinde hesaplanabilir ise de, boyle bir nokta bulunsun ya da bulunmasin gecerli olan
genel kinetik enerji ifadesi, S kiitle merkezini esas alan

2 T+S
T :%mvs+%m o (2.3.11)

ifadesidir. Bu ifadedeki ilk terim ételeme kinetik enerjisi, ikinci terim ise donme kinetik
enerjisi diye adlandirilir. Bu ifadenin ortaya koydugu gercek; yani rijid cismin toplam
kinetik enerjisinin, cismin m toplam kiitlesine sahip olan ve S kiitle merkeziyle birlikte
hareket eden bir maddesel noktanin kinetik enerjisiyle, cismin, kiitle merkezi ¢evresindeki
dénmesine ait kinetik enerjinin toplammna esit oldugu gercegi, Konig' Teoremi adiyla
anilir.

Istenirse (2.3.11) esitligi, sag tarafindaki islemler gerceklestirilerek

T= %mv% +% I;?X(o,zi + I§,y(o§, + Igzm% - Z(Iiy(oxcoy + I,S(Z(oxcoz + I?,Z(oy(oz )J

(2.3.12)

! Samuel Konig (1712-1757). Alman matematikgi ve diisiiniiri.
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seklinde de yazilabilir. Sxyz eksen takiminin bir asal eksen takimi olarak secilmesiyle
(2.3.12) yerine

T= L+ L(So2 + 1502 + 1502 (2.3.13)

ifadesine, cismin, dogrultusu sabit bir eksen (z ekseni diyelim) ¢evresinde donmesi 6zel
halinde ise, iyi bilinen

T=1mv§+11,0] (2.3.14)

ifadesine gelinir.

(2.3.11) ifadesi igin (2.3.12-14) esitliklerinde verilen agilimlarin benzerleri (2.3.10)
ifadesi icin de verilebilir ise de burada buna hi¢ girismeyelim ve bu ag¢ilimlarin (2.3.12-14)
ten benzetme yoluyla kolayca yazilabilecegini belirtmekle yetinelim.

2.4 ANALITIK MEKANIGIN ESASLARI

Bu boliimde mekanigin, 06zellikle makinalar gibi ¢ok cisimli sistemlerin
incelenmesinde biiylik 6nem tastyan ve analitik mekanik diye adlandirilan dalinin temel
kavram ve ilkeleri gbzden gegirilecektir.

2.4.1 SERBESTLIK DERECESI . GENELLESTIRILMIS KOORDINATLAR .
KISITLAR

2.4.1.1 Temel Kavramlar

Bir mekanik sistemin konumunu eksiksiz olarak tamimlayabilmek icin verilmesi
gereken birbirinden bagimsiz parametre sayisina bu mekanik sistemin serbestlik derecesi
denir. Konumu tanimlamakta kullanilan parametreler koordinat adint alir.

Maddesel noktalarm konumlarinin tanimlanmasinda, dikgen (ya da Descartes''in
adina atfen Kartezyen) koordinatlar, silindirik koordinatlar, kiiresel koordinatlar gibi
onceden tanimlanmis t¢lii koordinat takimlarindan yararlanilir. Ancak, incelenen mekanik
sistem maddesel noktalardan ibaret olmadiginda, bu koordinat takimlar1 kullanish
olmaktan ¢ikar. Ornegin, Sekil 2.4.1-a daki sistem gdz Oniine alinsin ve bu sistemin
konumu, A, B ve C noktalarinin xa, ya, Xs, ¥B, Xc Ve yc kartezyen koordinatlar verilerek
tanimlanmak istensin. Bu 6 parametre sistemin konumunu (diger tiim sistem noktalarinin
koordinatlarinin bunlar cinsinden belirlenebilir olmas1 anlaminda) eksiksiz olarak
tanimlamakla birlikte, bunun i¢in gerekenden fazla olduklar1 ortadadir. Bunu gormek igin
sistemin yapisindan Gtiirii bu parametrelerin kendi aralarinda

' René Descartes (1596-1650). Biiyiik fransiz matematik¢i ve feylesofu. Matematikte Analitik Geometriyi
kurdu, optikte kirllma ve yansima yasalarini ortaya koydu. Felsefede, Discours de la Méthode (Yontem
Uzerine Soylesi, 1637) adli yapitinda ortaya koydugu yontemsel kuskuculuk ile ve kusku duyulamayacak bir
temel dogru ararken ulastigi cogito ergo sum (diisiiniiyorum Oyleyse varim) hitkmii ile taninir.
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yA

() (b)

Sekil 2.4.1 Genellestirilmis Koordinatlar

2 2 2
f1(XA>YA>XBsYBsXCoYC) = X4 + YA — 41 =0

f5(XA>YA>XB>YBsXsYe) = (Xg —XA)* +(yg —ya)> —£3 =0 (2.4.1)

XC—XA XB XA =0
YC—YA YBYA

f3(XA>YA7XB7YB5XC5YC) =

denklemlerini saglamak zorunda olduklarina dikkat etmek yeterlidir. ~Koordinatlari
birbirine baglayan bu tiir denklemlere kisit denklemi adi verilir. Verilen 6 koordinatin
saglamas1 gereken 3 kisit denklemi bulunduguna gore koordinatlardan yalnizca 6-3=3
tanesi digerlerinden bagimsiz degerler alabilir. Bu ii¢ koordinat 6rnegin xa, Xg ve Xc
olarak secilirse, geri kalan {i¢ii kisit denklemlerinden hesaplanabilir. Buradan, ele alinan
sistemin serbestlik derecesinin =3 oldugu sonucu ¢ikar. (Esasen bu sonuca, n toplam uzuv
sayisini, e; ise adi eleman cifti sayisin1 gostermek ilizere diizlemsel mekanizmalarin
serbestlik derecesini veren f=3(n-1)-2e;-e; Griibler-Kutzbach formiiliinde n=4, ;=3 ve
e,=0 yerine konularak da ulasilabilirdi.) Geldigimiz noktada, bu sistemin konumunu
tanimlamakta x,, xg ve Xc kartezyen koordinatlarinin kullanilabilecegi anlasilmis olmakla
birlikte, sistemin herhangi bir noktasinin koordinatlarinin, ya da sistemdeki cisimlerin
acisal konumlarinin bunlar cinsinden hesabinin ne kadar kiilfetli bir is olacagi soyle bir
diisiiniiliirse bunun pek de uygun bir se¢im olmayacagi kendiliginden anlagilir.

Pekiyi, bu sistemin konumunu tanimlamakta bundan daha uygun bir parametre
ticliisii bulunamaz miyd1? Eger kendimizi bilinen koordinat sistemleriyle sinirlamadan
diisiiniirsek bunun pekala olanakli oldugunu gérmekte gecikmeyiz. Ornegin ¢;, ¢, ve u
parametre tclisii bu is icin ¢ok daha uygundur ¢iinkii sistemin tim noktalarinin
koordinatlar1 bunlar cinsinden kolayca belirlenebilir. Buna bir 6rnek olmak tizere C
noktasinin koordinatlarinin

Xc =/1cos@ +ucosQ,, yc =/;sing;+using, (2.4.2)

seklinde yazilacagii belirtmekle yetinelim. Bir sistemin konumunu tanimlamak {izere,
sistemin yapisina uygun olarak segilen bu tiir parametrelere genellestirilmis koordinatlar
(ya da Lagrange koordinatlart) ad1 verilir.
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Sekil 2.4.1-b deki mekanizmanin konumunu tanimlamakta kullanilan ¢, 6 ve x
koordinatlarinin da birer genellestirilmis koordinat oldugu ve bunlar arasinda, ¢evrim
kapama denklemlerinin yazilmasiyla elde edilen

f1(9,0,x) =—x+rcos@+cos0=0
(2.4.3)
f7(9,0,x)=rsin@+/sinf =0

kisit denklemlerinin bulundugu bilinmektedir. 3 koordinata karsilik 2 kisit denklemi
bulunduguna gore 3-2=1 serbestlik dereceli bir sistem s6z konusudur. Buna gore verilen
genellestirilmis koordinatlardan biri konumu tanimlamaya yeterlidir. Bu is i¢cin ¢ se¢ilmis
olsun. Bu durumda o ye esas genellestirilmis koordinat, kisit denklemleri yardimiyla onun
cinsinden hesaplanabilecek olan 0 ve x e ise ikincil genellestirilmis koordinat ad1 verilir.

Simdi, yukaridaki 6rneklerin incelenmesinden ortaya ¢ikan fikirleri toparlayalim:
Her mekanik sistemin konumunu tanimlamakta, bu sistemin yapisina uygun ve yalnizca bu
sisteme 6zgii koordinatlar tanimlanabilir. Bunlara genellestirilmis koordinatlar ad: verilir.
(Genellestirilmis koordinatlarin zamana gore tiirevleri de genellestirilmis hizlar adiyla
anilir.) Bir sistemin konumunu tanimlamakta kullanilan genellestirilmis koordinatlarin
saglamak zorunda olduklar1 denklemlere kisit denklemi ya da kisaca kisit ad1 verilir. Eger
bir sistemde

g ;1=1,2,...,n (2.4.4)
seklinde n tane genellestirilmis koordinat tanimlanmis ve bunlar arasinda
fi(qi,.q2, .- ,90)=0 ;j=1,2, ... k (2.4.5)

seklinde birbirinden bagimsiz k adet kisit bulundugu belirlenmisse bu sistemin serbestlik
derecesi

f=n-k (2.4.6)

dir. Genellestirilmis koordinatlardan keyfi bicimde se¢ilip one ¢ikartilacak f tanesi esas
genellestirilmis koordinat, geri kalan k tanesi ise ikincil genellestirilmis koordinat olarak
adlandirilir.

2.4.1.2 Kisit Tiirleri. Sistemlerin Simiflandirilmasi

Yukarida verilen kisit 6rnekleri ve onlari topluca temsil eden (2.4.5) kisit denklemi
zamandan bagimsiz ve holonomik kisitlar denilen 6zel bir kisit tiiriine iliskindir. Oysa
mekanik sistemlerde bunun disinda kalan kisit tiirlerine de rastlanir. Analitik mekanikte
tagidiklar1 6nem yliziinden burada kisaca kisit tiirleri tizerinde durulmasi yerinde olacaktir.

Bazen kisit denklemleri genellestirilmis koordinatlar1 ve/veya genellestirilmis

hizlar1 igermekle birlikte (yukaridaki drneklerde de oldugu gibi) t zamanimi agik olarak
icermeyen fonksiyonlar seklinde olur:
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f(ql’q29"'=qn9q1’q29‘“=qn):0 - %:O (247)

Bu tir kisitlara zamandan bagimsiz (skleronomik) kisit adi verilir. Biitiin kisitlart
zamandan bagimsiz olan sistemlere de skleronomik sistem denir.

Bazen de kisit denklemleri genellestirilmis koordinatlar ve/veya genellestirilmis
hizlarin yanisira zamani da agik olarak igeren fonksiyonlar seklindedir:

£(q91,925--9n-415925--qn; ) =0 — %7&0 (2.4.8)

Bu tiir kisitlara ise zamana bagli (reonomik) kisit denir. Kisitlarindan en az biri zamana
bagh olan sistemlere de reonomik sistem adi verilir. Ornegin Sekil 2.4.2-a daki sabit Q
acisal hiziyla ¢oziilen r yarigapli makaradan asili sarkacta, esas genellestirilmis koordinat
olarak ¢, bir ikincil genellestirilmis koordinat olarak da yp secilmis olsun. Sistemin
incelenmesinden, bu durumda

(@, yp;t) = yp —rcos@—[fo +1(¢+Qt)|sing =0 (2.4.9)

seklinde, t zamanini agikca igeren bir kisit denkleminin, yani zamana bagh bir kisitin s6z
konusu oldugu goriiliir. Makinalarda daha ¢ok zamandan bagimsiz kisitlar s6z konusu olur.

Ote yandan, yukarida da belirtildigi gibi, kisit denklemlerinin genellestirilmis
koordinatlar yerine/yanisira genellestirilmis hizlar1 igerdigi durumlarla da karsilasilir.
Ornegin Sekil 2.4.2-b deki, bir diizlem {izerinde kaymadan yuvarlanan r yarigapl silindir
icin, oteleme miktar1 x ile donme miktar1 ¢ genellestirilmis koordinatlar olarak se¢ilmis
olsun. Kayma olmamasi i¢in silindirin diizleme dokundugu P noktasinin hizinin sifir
olmasi, yani bu noktanin anlik dénme merkezi olmasit gerekir. Bu ise X ve ¢

genellestirilmis hizlar1 arasinda
f(x,p)=x—-rp=0 (2.4.10)

kisitinin bulunmasini gerektirir. Ancak bu kisit denkleminin sol tarafi zamana gore bir tam
tiirev olusturdugu i¢in kolayca integre edilerek,

f(x,0)=x-1rp+C=0 (2.4.11)
sekline getirilebilir.

Biinyesinde genellestirilmis koordinatlar1 ve, yerine gore, t zamanin1 barindirip
genellestirilmis hizlar1 barindirmayan, ya da bunlar1 barindirsa da (2.4.11) deki gibi integre
edilerek yalnizca genellestirilmis koordinatlar1 barindirir hale getirilebilen kisitlara

holonomik kisit, biitlin kisitlar1 holonomik olan sistemlere de holonomik sistem ad1 verilir.
Holonomik bir kisit denkleminin genel goriiniisii

£(qq2-qn;)=0 > Z-=0;i=12,..n (2.4.12)

qi

seklindedir.
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X, X

o s

Y P
(a) Reonomik (b) Holonomik
y y
o X
IS C) =
- P(x.y)
> X
(¢) Holonomik Degil (d) Holonomik Degil

Sekil 2.4.2 Kisit Tipleri

Bir kisiti holonomik yapan, birbirine bagladigi koordinatlardan birini digerleri (ve
t) cinsinden ¢ekmeyi olanakli kilan yapida olmasidir. Bunun yapilabilmesi ise hem kisitin
hem de s6z konusu koordinatin problemden diisiiriilebilmesi demektir.  Buradan,
holonomik sistemlerde konumun tanimlanmasinda kullanilacak koordinat sayisinin, bunun
kasten istenilmedigi durumlar disinda her zaman, sistemin serbestlik derecesine esit
kilinabilecegi anlasilir. Bu yapildiginda, sistemin herhangi bir noktasinin r yer vektord, f
sistemin serbestlik derecesini gostermek {izere

r=r(qi,q2, --. ,qs ) (2.4.13)
seklinde, f adet birbirinden bagimsiz genellestirilmis koordinat cinsinden ifade edilebilir.

Denklemleri (2.4.12) bigiminde olmayan ve bu bicime getirilemeyen kisitlara
holonomik olmayan kisit, kisitlarindan en az biri holonomik olmayan sistemlere de
holonomik olmayan sistem denir.

Holonomik olmayan kisitlar ¢ok degisik sekillerde olabilir. Bu olas1 sekillerin
timiinii burada irdelemek ne olanakli ne de gereklidir. Ancak, bir fikir vermek
bakimindan, sik karsilasilan iki seklin kisaca gbzden gecirilmesi yararli olabilir.

Bazen, genellestirilmis hizlar1 iceren ve integre edilerek yalmiz genellestirilmis
koordinatlar1 icerir hale getirilemeyen kisitlarla karsilasilabilir. Ornegin Sekil 2.4.2-c deki,
kaymadan ve yana yatmadan yuvarlanan bozuk paranin hareketinde, paranin zeminle
temas noktasinin x ve y koordinatlari, yuvarlanma ydriingesinin 0 egimi ve yuvarlanma
miktar1 ¢ genellestirilmis koordinatlar olarak se¢ilmis olsun. Bu koordinatlar arasinda,
genellestirilmis hizlari da igceren
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f1(X,¥,9,0) =x —rpcosO =0
(2.4.14)
f2(X7Y9(pve) = y_r(i)Sine =0

kisit denklemleri s6z konusudur ve birer tam tiirev niteligi tasimadiklarindan bunlarin
integre edilerek x, y, ¢, 0 koordinatlarimi igerir hale getirilmesi olanaksizdir. Sistem
holonomik olmayan bir sistemdir. 4 koordinat ve bunlar arasinda iki kisit bulunduguna
gore sistemin serbestlik derecesi f=4-2=2 olmakla birlikte, kisit denklemleri iki koordinat
verildiginde diger ikisinin hesaplanmasina olanak vermediginden konum iki koordinatla
tanimlanamaz.

Bu 6rnegin temsil ettigi ve genel goriiniisii

(159005 Ay A1 A2 seens A3 1) = 0 — % #0; en az bir i igin (2.4.15)
1
seklinde olan holonomik olmayan kisitlar, sistemin serbestlik derecesini azaltmakla
birlikte, verilmesi gereken koordinat sayisini azaltmazlar'.

Ote yandan bazi sistemlerde de esitsizlikler seklinde kisitlara rastlanir. Ornegin
Sekil 2.4.2-d deki R yarigapl tepsinin i¢erisinde yuvarlanan bilyanin x ve y koordinatlari

f(x,y)=x>+y>-R?<0 2.4.16
(x,¥) y ( )

kisitina tabidir. Bu da holonomik olmayan bir kisittir. Bu kisitin, bilyanin tepsi ¢eperine
carpmasini gerektirmeyen hareketlerde [f(x,y)<O0] ne serbestlik derecesini ne de verilmesi
gereken koordinat sayisini azaltacagi ve yok hiikmiinde olacagi; bu ¢eperi terk edemedigi
[f(x,y)=0] hareketlerde ise her ikisini birden azaltan holonomik bir kisit gériiniimii alacagi
ortadadir. Bu ylizden bu 6rnegin temsil ettigi ve genel gorliniisii

£(q1,92,-qn;t) <0 (2.4.17)

seklinde olan holonomik olmayan kisitlar, yukaridakilerden apayr1 kurallara tabidir.

Esasen (2.4.17) deki gibi esitsizlikler seklindeki kisitlar engelledikleri bir
hareketin tam tersini serbest birakan ve bu yiizden tek yanli kisit diye adlandirilan
kisitlardir. Bunun tersi, yani engelledigi her hareketin tam tersini de engelleyen kisitlar ise
esitlikler seklinde olup ¢ift yanli kisit diye adlandirilirlar.

Biz burada holonomik olmayan kisitlar konusunda daha fazla ayrintiya girmeyelim.
Cilinkii makinalarin hemen hemen tamami holonomik sistemler olusturduklarindan bizim
amacimiz bakimindan buna gerek yoktur.

' Aslinda bu noktada serbestlik derecesi kavramu da yeniden sorgulamir ve alternatif serbestlik derecesi
tanimlarina yonelinir ise de burada biz bu konunun ayrintisina girmeyecegiz.
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2.42 VIRTUEL YER DEGISTIRME e VIRTUEL iS$ ¢ KISIT KUVVETLERI
2.4.2.1 Virtiiel Yer Degistirme

Bir mekanik sistemde, genellestirilmis koordinatlarin sonsuz kiiciik ve sistemin tabi
oldugu flasitlarin verilmis bir t amndaki durumlariyla bagdasmak kaydiyla keyfi
degisimleri sonucu olarak ortaya ¢ikan yer degistirmelere virtiiel yer degistirme denir.

Buradaki virtiiel terimi, sisteme etkiyen kuvvet ve kisitlarin da degisime
ugrayabilecegi bir dt zaman araliginda olusacak gercek sonsuz kiigiik yer degistirmelerle
ayrimi  vurgulamaktadir. (Virtliel yer degistirmede kisitlar ilgilenilen t anindaki
durumlarinda donmus kabul edilir.) Bu ayrim1 gosterilime de yansitmak iizere, herhangi bir
q genellestirilmis koordinatindaki gercek sonsuz kiigiik degisim dq ile gosterilirken virtiiel
degisim oq ile gosterilir. Tanimindan gelen farkliliklar disinda, “6” wvirtiiel degisim
operatorii “d” diferansiyel operatdriiyle ayni hesap kurallarina tabidir.

Simdi kendimizi, konumlarinin tanimlanmasi igin serbestlik derecelerine esit sayida
koordinatin verilmesinin yeterli oldugunu bildigimiz holonomik sistemlerin incelenmesiyle
sinirlandiralim ve su andan itibaren sistem denildiginde aksi belirtilmedik¢e hep
holonomik sistemleri anlamay1 kararlastiralim.

Sistem f serbestlik dereceli ve reonomik iken herhangi bir noktasinin yer vektorii
(2.4.13) uyarinca

r=r(qi,q2, --. ,qs; 1) (2.4.18)

seklinde f adet genellestirilmis koordinatin ve t nin fonksiyonu olacak, buna goére bu
noktanin gercek sonsuz kiigiik (diferansiyel) yer degistirmesi

f
dr = Z%dqj +%dt (2.4.19)
j=1

seklinde olacaktir. Buna karsilik ayn1 noktanin virtiiel yer degistirmesi, tanim geregi dt
zaman araliginda olusacak degisimlerden etkilenmeyeceginden

f
Sr = Z%Sq i (2.4.20)

=1

den ibaret olur. Buradan hemen anlasilabilecegi gibi reonomik sistemlerde gergek yer
degistirmelerle virtiiel yer degistirmeler her zaman birbirlerinden farklidir.

Ote yandan, f serbestlik dereceli skleronomik bir sistem gdz niine alinirsa,

r:r(qlaq29 (XX an) (2421)

olacagindan gercek sonsuz kiicilik yer degistirme bu kez
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f
0
dr = ;erdqj (2.4.22)
J:

seklini almakla birlikte virtiiel yer degistirme yine (2.4.20) deki gibidir. Hemen goriilecegi
gibi iki ifade ayn1 goriiniimde olup aralarindaki tek ayrim dq; lerden farkli olarak &q; lerin
tamim gere8i keyfi olusudur. Olas1 keyfi secimlerden biri de 6q= dq; ; j=1,2,....f
se¢ilmesidir. Buna gore skleronomik sistemlerde gercek sonsuz kiiciik yer degistirme olasi
virtiiel yer degistirmelerden biridir.

2.4.2.2 Virtiiel Is

Bir mekanik sisteme etkiyen bir kuvvetin sistemin bir virtiiel yer degistirmesi
sirasinda yapacagi ise bu kuvvetin virtiiel isi denir.

Sistemin gergek sonsuz kiiclik bir yer degistirmesi sirasinda yapilacak dW gergek
diferansiyel isinden ayirt etmek {iizere virtiiel is W ile gosterilir. Kuvvet F=F,i+F,j+Fk
ile, uygulandig1 sistem noktasinin virtiiel yer degistirmesi or=0xi+0yj+ozk ile gosterilirse
F kuvvetinin virtiiel isi

OW=F.or (2.4.23)
veya
dW=Fdx+F,;dy+F,0z (2.4.24)
ya da (2.4.20) deki hesap r vektoriiniin bilesenlerine uygulanarak
f f f
SW = Fx[jzla%‘jsq jj 4 Fy(jzl%fiqj} + FZ(jZI%ZquJ—} (2.4.25)

seklinde ifade edilir.

2.4.2.3 Kisit Kuvvetleri

Ideal fusitlara sahip bir mekanik sistemin her virtiiel yer deSistirmesinde kisit
kuvvetlerinin virtiiel isleri toplami sifirdir.

Onceki  boliimlerin  igeriginden, bir mekanik sistemin genellestirilmis
koordinatlarina saglamalar1 gereken kimi kosullar dayatarak onlarin hareketini
sinirlandiran engellere kisit denildigini biliyoruz. Kisitlar1 fiziksel olarak saglayanin,
sistem igerisindeki cisimlerin hareketlerini engelleyen yine sistem i¢i ya da sistem dis1
cisimlerin varligi oldugunu ve bunu sistem i¢i cisimlere kisit kuvveti adi verilen tepki
kuvvetleri uygulayarak sagladiklarin1 da biliyoruz. Bu boliimdeki amacimiz, rijid
cisimlerden olusan sistemler 6zelinde, bu kuvvetlerin dogasi iizerinde durmaktir.
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Sekil 2.4.3 Temas Halinde ki Rijid Cisim

Rijid cisimler birbirlerinin hareketini dig ylizeyleri {iizerinden temas ederek
kisitlarlar (Sekil 2.4.3). iki rijid cisim birbirinin i¢ine gecemeyeceginden bdyle bir kisit
temas eden yiizeylerin ortak normali m dogrultusundaki bagil hareketleri biitliniiyle
yasaklar. Bunu saglamak iizere cisimlerin birbirlerine uyguladiklar1 R kisit (etki-tepki)
kuvvetlerinin bir N normal bileseni her zaman vardir. Buna karsilik, kisit, ortak teget t
dogrultusundaki bagil hareketlere izin verebilir de vermeyebilir de. Bununla ilgili olarak
iki asir1 durum ayirdedilir: Bunlardan ilkinde temas eden ylizeylerin, teget dogrultudaki
bagil hareketlere hi¢ engel ¢ikartmadigi varsayilir. Bu durumda ylizeylerin ideal parlak
yiizey oldugu soylenir. Ideal parlak yiizeyler iizerinden temas eden cisimlerde kisit
kuvvetlerinin teget bileseni yoktur ve kisit kuvveti N normal kuvvetinden ibarettir: R=N.
Ikinci asir1 durumda temas eden yiizeylerin teget dogrultudaki bagil hareketleri de
biitiiniiyle yasakladig1 varsayilir. Bu durumda yiizeylerin ideal piiriizlii yiizey oldugu
soylenir. Ideal piiriizlii yiizeyler iizerinden temas eden cisimlerde kisit kuvvetlerinin N
yaninda bir de T teget bileseni vardir: R=N+T.

Simdi ilkin ideal parlak yiizeyler (R=N) durumunu ele alalim. Sisteme ait cismin
hareketini kisitlayan cisim ya sistem dis1 bir cisimdir ve bir dis kisit kuvveti s6z konusu
olur ya da sisteme ait ikinci bir cisimdir ve bir i¢ kisit kuvveti s6z konusu olur. Sistem
dis1 cisim halinde bu cisim ister hareketli olsun (reonomik kisit) ister hareketsiz
(skleronomik kisit) sisteme ait cismin, kisit kuvvetinin etkidigi noktasinin or virtiiel yer
degistirmesi ortak teget dogrultusunda olup N._Lor olacagindan SW=N.dr=0 olur (Sekil
2.4.4-a). Buradan ideal parlak yiizeyler halinde bir dis kisit kuvvetinin hi¢ bir zaman
virtiiel is yapmayacagi anlasilir.

(a) D1s Kisit Kuvveti (b) I¢ Kisit Kuvveti

Sekil 2.4.4 ideal Parlak Yiizeyler
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Bir i¢ kisit kuvveti halinde ise (Sekil 2.4.4-b) sistem i¢i cisimlerin birbiriyle temas
halinde bulunan noktalarimin birbirine esit ve ortak normal dogrultusunda bir

dr, =0r, =0r,, virtiiel yer degistirme bilegenleri vardir. Bu nedenle virtiiel yer
degistirme sirasinda R;=N; ve R,=N; tepki kuvvetleri teker teker sifirdan farkli birer
SW| = Nidr, #0 ve 8W, = N,dr, # 0 virtiiel isi yapmakla birlikte, Newton’un Ugiincii

Hareket Yasasi dolayistyla N,=-N; olacagindan ikisinin virtiiel igleri toplami1 6W= 6W;+
O0W,=0 olur.

Buradan, ideal parlak yiizeyler halinde i¢ kisit kuvvetlerinin virtiiel isleri
toplaminin her zaman sifir olacagi anlagilir.

Simdi de ideal piiriizlii yiizeyler (R=N+T) halini ele alalim. ideal piiriizlii yiizeyler
ne teget ne normal dogrultudaki bagil hareketlere izin verdiginden sistem ister skleronomik
ister reonomik olsun bir dis kisit kuvvetinin uygulanma noktasinin virtiiel yer degistirmesi
stfir olur: 6r=0. Bu durumda her zaman 6 W=R.6r=0 olacagindan ideal piiriizlii yiizeyler
halinde dis kisit kuvvetlerinin hi¢ bir zaman virtiiel is yapmayacaklar: anlasilir. Ote
yandan, temas noktasinin her tiirlii hareketi yasaklandigina gore, geriye ideal piiriizlii
ylizeylerin izin verebilecegi tek hareket tipi kalmaktadir: temas noktasinin anlik donme
merkezini olusturdugu hareketler. Bu tip hareketlere, bilindigi gibi, kaymadan
yuvarlanma hareketi ad1 verilmektedir (Sekil 2.4.5-a). I¢ kisit kuvvetlerine gelince, ideal
pliriizli ylizeyler iki cismin karsilikli temas noktalarinin bagil hareketine izin vermedigine
gore bu iki noktanin virtliel yer degistirmesi birbirine esit olmak durumundadir:

or = 8r1 = 8r2. Newton’un Uciincii Hareket Yasasina gore de R,=-R; olacagindan, R,

ve R; kisit kuvvetlerinin yapacag: virtiiel igler ayr1 ayri sifirdan farkli olmakla birlikte
bunlarin toplami sifir olur (Sekil 2.4.5-b). Buna gore ideal piiriizlii yiizeyler halinde i¢
kisit kuvvetlerinin virtiiel igleri toplaminin her zaman sifir olacagi anlasilir.

Simdi buraya kadar sdylenilenler toparlanmak istenirse, ideal kisit terimi ideal
parlak ve ideal piiriizlii ylizeyleri kapsayan bir genelleme olusturmak kaydiyla yukarida,
boliimiin girisinde verilen hitkkme ulagilir:

Ideal fusitlara sahip bir mekanik sistemin her virtiiel yer degistirmesinde kisit
kuvvetlerinin virtiiel igleri toplami sifirdir.

(a) D1s Kusit Kuvveti (b) i¢ Kisit Kuvveti

Sekil 2.4.5 ideal Piiriizlii Yiizeyler
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Burada suna da isaret edelim ki yukarida sozii edilen R kisit kuvvetlerinin ve
onlarin N ve T bilesenlerinin hi¢ biri dinamik probleminin verisi degildir. Bu kuvvetler
hareket boyunca, hareketin temsil ettikleri kisitlar1 saglamasi i¢in gereken siddetleri alacak
bicimde kendilerini uyarlarlar. Bu yiizden bu kuvvetler ancak dinamik probleminin
¢Oziilmesi sonunda belirlenebilirler.

Ideal olmayan kisitlar (ne ideal parlak ne ideal piiriizlii yiizeyler) halinde ise, R
kisit kuvvetinin, siddeti N normal bileseninki cinsinden, Coulomb Yasas1 uyarinca T=pyN
seklinde belirli bir T tegetsel bileseninin de dogacagi bilinmektedir: R=N+T=N(e,+pxe).
Ideal piiriizlii yiizeyler halindekinden farkli olarak, temas halindeki noktalarin bagil
hareket yapamamasi kurali simdi gecersiz oldugundan, yukaridaki muhakemeler de
gecersiz olur ve ideal olmayan kisitlar halinde kisit kuvvetlerinin T bilesenleri hem teker
teker hem de toplamda (negatif) virtiiel is yaparlar. Esasen Coulomb yasasina uyan T
sirtinme kuvvetleri, bir kisit kuvveti (N) cinsinden verilmig bir kuvvet olarak ne tam
olarak kisit kuvvetleri sinifina, ne de tam olarak verilmis kuvvetler sinifina girerler ve
ticlincii bir smif olustururlar. Bu kuvvetlerin mekanikte hesaba katilmasi her zaman
sorunludur.

Tiim kasitlar ideal olan sistemlere ideal sistem ad1 verilir. Bu ders ¢ercevesinde ele
alimacak sistemlerin, aksi belirtilmedikge, ideal sistemler olduklar1 varsayilacaktir.

2.4.3 VIRTUEL ISLER ILKESI

Virtiiel isler ilkesi bir statik ilkesidir. Ama ayni zamanda dinamigin ¢ok 6nemli
kimi ilkelerinin de ¢ikis noktasim olusturur. lkenin ilk izleri Archimedes'’e kadar uzanir.
Ancak ilkeyi biitin genelligi icerisinde ilk ifade eden Johann Bernouilli®, ona son ve
mitkemmel seklini veren ise Lagrange® olmustur.

Virtiiel isler ilkesi soyle ifade edilir:

Ideal bir mekanik sistemin dengede olmasinin gerek ve yeter kosulu, iizerine etkiyen
kuvvetlerin virtiiel igleri toplaminin, olasi biitiin virtiiel yer degistirmelerde sifir olmasidir.

Mekanik sistem bir maddesel noktalar biitiinii olarak goriiliir ve 1 inci maddesel

noktaya etkiyen bileske kuvvet F; ile, bu maddesel noktanini virtiiel yer degistirmesi ise or;
ile gosterilirse (Sekil 2.4.6) ilke matematiksel olarak

oW = ZSWi = ZFiSI'i =0 (2.4.26)
i i

! Archimedes (I.0. 287-212). Yunan bilgini. Kaldirag Yasasi ve Hidrostatik Kaldirma Kuvveti Yasasmi
ortaya koymasinin yanisira, sonsuz vida, palanga, disli ¢cark gibi bir ¢ok mekanizmay:1 icat etmesiyle taninir.
Kaldirag Yasasi, Virtiiel Isler Ilkesinin ilk ¢ekirdegini olusturur.

% Johann Bernouilli (1667-1748). Agabeyi Jacob Bernouilli (1654-1705) ve oglu Daniel Bernouilli (1700-
1782) ile birlikte, Isvigre nin bilim diinyasina armagan ettigi {inlii Bernouilli ailesini olusturur.

3 Joseph Louis Lagrange (1736-1813). Biiyiik fransiz matematik ve mekanikgisi. Matematikte Varyasyonlar
Hesabinin, mekanikte Mécanique Analytique (Analitik Mekanik, 1788) adli yapitiyla, potansiyel enerji,
genellestirilmis koordinat kavramlarmin ve hareketin Lagrange Denklemlerinin; kisaca Analitik Mekanigin
kurucusu.
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Sekil 2.4.6 Maddesel Noktalar Sistemi

seklinde ifade edilebilir. Ancak bu haliyle ilkenin ne sasirtict bir yani, ne de getirdigi bir
yenilik vardir. Clinkii eger sistem dengede olacaksa her bir maddesel noktasi dengede
olmali, bunun i¢in ise F; lerin her biri teker teker sifira esit olmalidir. Bu ise dogrudan
dogruya (2.4.26) esitligini yazdirir.

Ilke asil ilging halini, ideal kisitlara sahip sistemlere uygulandiginda alir. Biz de
bundan boyle kendimizi ideal kisitlara sahip sistemlerin dengesinin incelenmesiyle

smirlandiralim ve F; kuvvetleri igerisindeki verilmis kuvvet (F") ve kisit kuvveti (Fik)
bilesenlerini ayirarak devam edelim:

Fi = Fiv + Fik (2427)
(2.4.27) esitligi (2.4.26) da yerine konuldugunda

SW = Y F'8r; + Y F<or, = 0 (2.4.28)
i i

elde edilir. Oysa Boliim 2.4.2.3 {in iceriginden, ideal kisitlar halinde, bir mekanik sisteme
etkiyen biitiin kisit kuvvetlerinin virtiiel isleri toplaminin her virtiiel yer degistirmede sifir
olacagi, yani

Y F5sr =0 (2.4.29)
i

olacagi bilinmektedir. Bunun anlamui ise ideal kisitlara sahip sistemlerde biitiin kisit
kuvvetlerinin statik denge probleminden diismesidir. Boylece (2.4.28) yerine, yalniz
verilmis kuvvetleri iceren

SW = S FYsr, = 0 (2.4.30)

1

statik denge kosuluna gelinir (Burada artik F" lerin teker teker sifira esit olmadigina dikkat
ediniz.). Bu sonug,

37



Ideal kisitlara sahip bir mekanik sistemin dengede olmasinin gerek ve yeter kosulu,
tizerine etkiyen verilmis kuvvetlerin virtiiel isleri toplaminin, olast biitiin virtiiel yer
degistirmelerde sifir olmasidir.

seklinde ifade edilebilir.

Simdi de kendimizi holonomik sistemlerin incelenmesiyle siirlandiralim ve f
serbestlik dereceli oldugunu varsaydigimiz sistemin konumunu, birbirinden bagimsiz f adet
di, q2,....,qr genellestirilmis koordinatiyla tanimladigimizi diisiinelim. Bu durumda,
(2.4.22) deki fikir uyarinca (2.4.30) esitligi yerine (artik v iist indisi kaldirilarak)

SW = ZF {Z Ti 5q J (2.4.31)
ya da toplamlarin siras1 degistirilerek

SW = Z(ZFI G“J =0 (2.4.32)

yazilabilir. Burada da

6l'i
Qj=2.Fi 3, (2.4.33)
1

veya, (2.4.26) 1s181nda, daha genel olarak

oW,
=y —L 2.4.34
tanimlanirsa
f
oW = ZQquj =0 (2.4.35)

J=1

ifadesine gelinir. Bu noktada q; lerin, dolayistyla da 6q; lerin birbirinden bagimsiz oldugu
animsanirsa (2.4.35) esitliginin saglanabilmesi i¢in ya 8q; lerin her biri teker teker sifira
esit olmali (ki esitlik olast biitliin virtiiel yer degistirmelerde gecerli olmak durumunda
bulundugu i¢in bu segenek konu disidir) ya da 6q; lerden her birinin ¢arpani ayri ayri sifira
esit olmalidir.

Boylece ideal kisitlara sahip holonomik sistemlerde statik dengenin gerek ve yeter
kosulu olarak

Qj=0; =L2,...f (2.4.36)
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sonucuna ulasilir. Buradaki Q; ye q; genellestirilmis koordinatina iliskin genellestirilmis
kuvvet adi verilir. Genellestirilmis kuvvet kavrami, genellestirilmis koordinatlar1 esas alan
analitik mekanigin, kuvvetleri degisik koordinatlara etkiyecek bilesenlerine ayirma
gereksinimine cevap vermekte, ve bu 6zelligiyle kendi mantiksal kurgusuna uygun kuvvet
kavramini olusturmaktadir. Bu agidan bakildiginda (2.4.36) denge kosulu da, kullanilan
koordinat sistemine gore biitiin kuvvet bilesenlerinin sifira esit yazilmasindan ibaret,
beklenen bir sonug olarak goriiniir.

(2.4.33) teki tanimlarindan hemen goriilecegi gibi Q; genellestirilmis kuvvetleri her
zaman kuvvet boyutunda degildir. g;j uzunluk boyutunda iken kuvvet boyutunda olan Q; ,
qj nin ag1 boyutunda olmasi halinde moment boyutunda olur. Boylece (2.4.35) deki Q;dq;

carpimlari her zaman enerji boyutunda kalir.

Virtiiel isler ilkesi, 0zellikle cok sayida ideal (ya da ideal kabul edilebilen) kisit
iceren mekanik sistemlerin, ki makinalar boyledir, statik incelemelerinde ¢ok yararli bir
arag olusturur.

Ornek Problem 2.4.1

Siirtlinmesiz olarak birbirine
mafsallanmig, m kiitlesine ve
{ boyuna sahip n adet 6zdes
homojen ¢ubuktan olusan
sekildeki zincir, bir ucu O
noktasina asili olarak diger
ucuna etkiyen yatay F
kuvvetinin etkisinde dengede
bulunmaktadir.

Bu dengede, k inc1 ¢ubugun
diiseyle yapacagi @k agisini
hesaplayiniz.

Sekil Pr. 2.4.1

Coziim:

Mafsallarda siirtinme bulunmadigina gore sistem idealdir; kisit kuvvetleri goz
oniline alinmayacaktir. Ayrica sistem holonomik ve n serbestlik derecelidir; n adet ¢; agis1
esas genellestirilmis koordinat aliabilir. Verilmis kuvvetler olan F kuvveti ve n adet
cubugun mg agirlik kuvvetleri dikkate alinarak k inci genellestirilmis kuvvet (2.4.33)
uyarinca

aYGi
0Py

k=5 50, = 8
1=

(1)

39



seklinde yazilir. Burada sekil yardimiyla

n
XA = ZKSin(pi
i=1

YG; :Ecoscp1 choscpJ
j=i+l

yazildiktan sonra (ii) den

OX A
6_ =/ cos @y
(i11) den de
i<k ise: aYG ——ﬁsm(pk
i=k ise: ——ﬁsin
' 6<P1< 2 Pk
i>k ise: Nai _
90

belirlenir. (iv) ve (v) ile (i) ye doniiliirse
k-1 /
Qi =F-lcosopy — ng-ﬁsin(pk —mgzsin(pk
i=1
veya toparlayip (2.4.36) uyarinca sifira esitleyerek
Qg =F-lcosgy —(k —%)mgfsin(pk =0

elde edilir. Buradan artik ¢y kolayca

.1 OF
Pk = @0 me

seklinde hesaplanir.

(ii)

(ii1)

(iv)

(V)

(vi)

(vii)

(viii)
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2.44 D’ALEMBERT iLKESI

D’Alembert ilkesi dinamik problemlerinin bigimsel olarak statik problemlerine
doniistiiriilmesini saglayan bir ilkedir. ilkeye esas olusturan temel fikirler d’Alembert’
tarafindan ortaya konmakla birlikte, bu fikirleri virtiiel isler ilkesinin temel fikirleriyle
birlikte bir senteze ulagtirarak dinamigin temel ilkelerinden biri haline getiren Lagrange
olmustur.

Newton’un ikinci Hareket Yasasi’na gore m kiitlesine sahip bir maddesel nokta,
hareketinin herhangi bir t aninda F kuvvetinin etkisi altinda ver mutlak ivmesine sahip
olacak bicimde hareket ediyorsa

F = mf¥ (2.4.37)

esitliginin gegerli oldugu bilinmektedir. Bolim 2.1.2.3’lin igeriginden ise, F, = -—mr

kurgusal eylemsizlik kuvvetinin devreye sokulmasiyla, bunun yerine

F+F, =0 (2.4.38)

ya da F¢’nin ifadesi yerine konularak
F-mr=0 (2.4.39)

yazilabilecegi bunun da, m cisminin, kendisiyle birlikte hareket ettigi varsayilan hayali bir
eksen takimindaki statik denge kosulu olarak yorumlanabilecegi bilinmektedir. Bu yoruma
gore her cisim, kendisiyle birlikte hareket eden bir eksen takiminda, F ger¢ek ve F.
kurgusal kuvvetlerinin toplam etkisi altinda statik denge halinde bulunur.

Bu fikir m; maddesel noktalarinin olusturdugu bir biitiin olarak diisiiniilen bir
mekanik sisteme uygulanirsa (Sekil 2.4.7)

Fe, =-m3i;

Sekil 2.4.7 D'Alembert Ilkesi

! Jean le Rond d’Alembert (1717-1783) Fransiz matematikgi, fizik¢i ve diisiiniirii. 7Traité de Dynamique
(1743) adli yapitinda 6zellikle Newton Ilkelerinin rijid cisimlere uygulanmasina iliskin fikirleri gelistirdi,
tellerin titresimi probleminin kendi adini tagiyan ¢oziimiinii verdi. Diderot ile birlikte fransiz aydinlanma
hareketinin onciiliigiinii yapti, tinlii Ansiklopedi’nin 6nso6ziinii ve bir cok maddesini kaleme ald1.
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Z(Fi - mi'r'i) =0 (2440)

elde edilir. Istenirse (2.4.40) 1n temsil ettigi kurgusal statik denge problemine virtiiel isler
ilkesi uygulanarak

Z(Fl — mii:i)Sri =0 (2441)
1

da yazilabilir. Buradaki F, —m;i; biiyiikliikleri teker teker sifira esit oldugundan bu ilging
bir sonug degildir. Ancak Boliim 2.4.3 te yapildig: gibi F; kuvvetleri

F, =F'+F~ (2.4.42)

1

seklinde, verilmis kuvvet ve kisit kuvveti bilesenlerine ayrilarak diisiiniiliir ve inceleme
ideal kisitlara sahip sistemlerle sinirlandirilirsa, virtiiel igleri toplami sifir olan kisit
kuvvetleri problemden diiser ve

Z(Fiv - l’l’lii"i )Sri =0 (2443)
i

sonucuna ulasilir. Lagrange tarafindan formiile edilen bu sonug, yine onun tarafindan
d’Alembert ilkesi diye adlandirilan sonugtur. D’Alembert ilkesi kelimelerle

Ideal kisitlara sahip her mekanik sistem, iizerine etkiyen verilmis gercek kuvvetlerle
kurgusal eylemsizlik kuvvetlerinin virtiiel isleri toplami, hareketinin her t aninda ve olasi
biitiin virtiiel yer degistirmelerde sifir olacak bicimde hareket eder.

seklinde ifade edilebilir.

2.45 HAREKETIN LAGRANGE DENKLEMLERI

Lagrange, d’Alembert ilkesinden yola ¢ikarak, her tiirlii mekanik sistemin hareket
denklemlerini genellestirilmis kordinatlar uzayinda elde etmenin sistematik bir yolunu
ortaya koymustur. Burada bu yolun ana hatlarin1 gézden gegirecegiz.

2.4.5.1 Genel

f serbestlik dereceli bir mekanik sistem gz Oniine alinsin ve bu sistemin
konumunun n>f adet qy,q»,...,q, genellestirilmis koordinatryla tanimlandig: diistiniilsiin.
Bu durumda sistemin herhangi bir i1 inci noktasinin yer vektdrii bu n genellestirilmis
koordinatla, reonomik sistemler halinde, t zamaninin fonksiyonu olarak ifade
edilebilecektir:
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r; = 1;(q1,92,-,qp ;1) (2.4.44)

Buna gore bu noktanin virtiiel yer degistirmesi de (2.4.20) deki gibi

or, = Zj“ 5q (2.4.45)
j=l1

seklinde yazilabilir. Bu ifadenin, ideal kisitlara sahip sistemlerin hareketlerini yonettigi
bilinen (2.4.43) de yerine konulmasiyla ve F;j nin yalmiz verilmis kuvvetleri igerecegi
akilda tutulmak kaydiyla v iist indisi artik kaldirilarak

2(F _mifi){i%SQjJil:Z(F - myiy) o }qu 0 (2.4.46)
i i=1 =1L i

elde edilir. Burada da (2.4.33) deki

or;
2F, a0 = (2.4.47)

i

genellestirilmis kuvvet tanimi animsanirsa

21 Qj -~ mk; %ij) [bq; =0 (2.4.48)

j=1

yazilabilir. Ote yandan, (2.4.48) deki i ye gore toplam altindaki terimin, T sistemin toplam
kinetik enerjisini gostermek iizere

w0 _dfer |_er
2 miff 7t —dt(aqjj 2, (2.4.49)
1

seklinde yazilabilecegi gosterilebilir. Bu amagla

= %Zmiff (2.4.50)
1

yazilirsa, buradan hemen

an Zi:ml la (2.4.51)
elde edilir. Oysa (2.4.44) e gore

Z 6“ (2.4.52)
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olacagina dikkat edilip, (2.4.52) den dogrudan dogruya kismi tlirev alinirsa

oF,  or
i 9% 2.4.53
0qj 0q; ( )
bulunur. (2.4.53) iin (2.4.51) de yerine konulmasiyla
T _ g Ori
5q; = Zmlr1 5, (2.4.54)
elde edilmis olur. Buradan zamana gore tiirev alinirsa
dfar | _ d o
m (aqj) = Zm z mi 4 %a; (2.4.55)
1
ya da son terim i¢in (2.4.52) yardimiyla
d o o’r; . 62 on ., on | _ ok 2456
dt 0q z@q 6qk 0q t aq [z 8qk atJ 0q;j (24.56)

yazilarak

dt [aqjj leml i a 0. T Z (2.4.57)

elde edilir. Burada da (2.4.50) den

aqj ;ml 1 a (2.4.58)

olduguna dikkat edilirse (2.4.49) esitligi kanitlanmis olur.

Sonugta (2.4.49) esitligi (2.4.48) de yerine konularak

) d [ et

Zl{dt (&IJ %q; QJ}SqJ =0 (2.4.59)

=
elde edilir.

Buraya kadar q; genellestirilmis koordinatlarinin, dolayisiyla da dq; virtiiel yer
degistirmelerinin  birbirinden bagimsiz olmalarin1 saglayacak bir kabul devreye

sokmadigimiz i¢in (2.4.59) da 6q; lerin ¢arpanlarinin ayr1 ayr sifira esit olmasi geregi
yoktur. Simdi bunu gerektiren bir 6zel hali ele alalim.
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2.4.5.2 Holonomik Sistemlerde Lagrange Denklemleri

f serbestlik dereceli holonomik bir sistemde konumun birbirinden bagimsiz f adet
genellestirilmis koordinatla tanimlanabilecegini biliyoruz. Bdyle yapilmis olmasi halinde
(2.4.59) un saglanabilmesi i¢in dq; lerin ¢arpanlarinin ayr1 ayri sifira esitlenmesi gerekir ve
holonomik sistemler 6zelinde gegerli olan

d|_oT

hareket denklemlerine ulasilir. (T =0 6zel halinde bu denklemlerin (2.4.36) daki statik
denge denklemlerine indirgendigine dikkat ediniz.)

Ote yandan, Q; genellestirilmis kuvvetleri arasinda korunumlu kuvvetlerin de
bulunmasi halinde (2.4.60) denklemlerine yeni bir sekil de verilebilir. Bodyle bir durumda
Q; genellestirilmis kuvveti, korunumsuz Q;’ ve korunumlu Q;” kisimlarinin toplami
seklinde yazilmis olsun:

Q; =Q+Qj (2.4.61)
Korunumlu kuvvetlerin tanimi geregi (Bkz. Bolim 2.1.2.2), bu kuvvetlerin kendinden

tiiretilebilecegi, konumun fonksiyonu olan, V(qj,qs,...,qr) seklinde bir potansiyel enerji
fonksiyonu bulunmali ve kuvvetin her bir g; genellestirilmis koordinatina iliskin bileseni

Q) =- aqj; =12, (2.4.62)

seklinde hesaplanabilmelidir. Ote yandan potansiyel enerji hizlardan bagimsiz oldugundan

ov. -_
=0; j=1,2,...f 2.4.63
an .] 25 b ( )

olacag ortadadir. (2.4.61-63) esitliklerinin (2.4.60) da degerlendirilmesiyle

4 |e-vy| aT-v)
E{ 0 } o =Q} ; j=1.2,...f (2.4.64)

yazilabilecegi anlagilir. Burada da Lagrange fonksiyonu diye adlandirilan
L=T-V (2.4.65)

fonksiyonu tanimlanirsa, sonug olarak

d J oL R
dt{aqj} o =Q} =12, f (2.4.66)

elde edilir. Bu denklemler hareketin Lagrange Denklemleri adiyla bilinir.
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Burada ideal kisitlara sahip holonomik sistemlere 06zgii halini vermekle
yetindigimiz Lagrange denklemleri, her tiir mekanik sistemin hareketini tasvir etmekte
kullanilabilen gii¢lii ve zarif bir ara¢ olusturur. Bu aracin baglica stiinligl, vektorel
mekanikte Once hesaba katilip sonra hesaptan diisiiriilen kisit kuvvetlerini daha isin
baslangicinda devre dis1 birakmasidir. Ancak hesaplanmak istenenin dogrudan dogruya
kisit kuvvetleri olmasi halinde bunun bir {stiinliik olmaktan ¢ikip bir zaafa
dontisebileceginin de belirtilmesi gerekir.

Burada son bir kiiclik not olarak sunu da belirtelim ki (2.4.65) bagintisiyla
tanimlanan Lagrange fonksiyonu, en sistematik ve basit yoldan elde edilen Lagrange
fonksiyonu olmakla birlikte verilmig bir sistem i¢in yazilabilecek tek Lagrange fonksiyonu
degildir. Her sistem icin, (2.4.66) da yerine konuldugunda (2.4.65) dekiyle ayni sonucu
verecek bir cok Lagrange fonksiyonu bulunabilir.

Ornek Problem 2.4.2

Sekildeki sistemde, k yayma baglh my,r
homojen silindiri yatay diizlem iizerinde
kaymadan yuvarlanarak u(t) hareketini
yaparken, ona siirtlinmesiz olarak mafsalli,
ince, diizgiin kesitli, homojen my,0 cubugu
da yatay F(t) kuvvetinin etkisinde o(t)
salinimlar1 yapmaktadir.

Sistemin hareketinin Lagrange denklemlerini
elde ediniz.

Sekil Pr. 2.4.2

Coziim:

Iki serbestlik dereceli, ideal, holonomik bir sistem s6z konusudur (Bu belitlemeleri
dogrulayiniz). Once sistemin kinetik enerjisi ifade edilsin:

T:%[leél +(%mlr2).ézj+%[mzvé2 +(%m2£2).¢2J. (1)
Burada
VG, =, (i1)
Vé =Xé +yé bagintisindan, XG, :u+§sin(p - Xg, :u+§coscp('p ve
2 2 2

G, :écosq) — sz :—%sin(p(p ile yazilan

2 _ .2, 0% .2 o
Vg, =U + ¢ + /cosou@, (111)
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ve silindirin kaymadan yuvarlanma kisitindan yazilan

o1 (iv)
yerlerine konur ve sonug diizenlenirse

T=%K%m1 +m2)512 +%m2£2('p2 +m2€coscp1'1(i)J (v)
bulunur. $Simdi de potansiyel enerji ifade edilmek istenirse,

V:%ku2 —%ngﬁcoscp (vi)
yazilabilir. Boylece sisteme ait Lagrange fonksiyonu

L= %[(%ml +m, )&2 + %mzfz(pz + my{ cos puUPp — %ku2 + %ngfcoscp (vii)

seklinde bulunmus olur. Buradaki u ve ¢, 2 serbestlik dereceli olan sistem i¢in sectigimiz
esas genellestirilmis koordinatlardir. Ote yandan, sisteme etkiyen korunumsuz tek kuvvet
olan F(t), (2.4.33) uyarinca genellestirilmis kuvvet bilesenlerine ayrilirsa

Q) = F(t)i _% — ()i A(u+r sinépu)i+€ cos @j —F(1) (viii)

u+/sin (p)i+€ cos (pj]
o0

Q}y = F()i- é‘ar_(,; _ e Al — F(t)/ cos ¢ (ix)

elde edilir. Artik yapilmasi gereken, (2.4.65) ten q;=u ve q=¢ koordinatlar i¢in gerekli
hesaplarin yapilmasindan ibarettir. Once u koordinati ele almirsa,

djLl dL_q, x)

denklemi yazilir. Burada (vii) gz oniine alinarak,

ve
a_L = (i )‘J l 1 11
o0 = My +my i+ 2m2€cosq)(p, (xii)

buradan zamana gore tam tiirev alarak da
i{@}: (l )li—l 2 1 .
it o S my +my 2m2€sm(p(p + 2m2€coscp(p (xiii)

hesaplanir. (viii), (xi) ve (xiii) iin (x) da yerlerine konulmasiyla
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(%ml +m2>j+%m2€(coscp(p—sin(p¢>2 )+ ku = F(t) (xiv)

elde edilir. Benzer hesaplarin ¢ koordinati i¢in yinelenmesiyle de

d Ly oL _
dt {%} o Qo (xv)
den,

%mzéziﬁ) + %mzf(ﬁ cos (@ + gsin (p) =F(t)/cos @ (xvi)

bulunur. (xiv) ve (xvi), hareketin, aranan Lagrange denklemleridir.

Ornek Problem 2.4.3

Sekildeki sistemde, ince, diizgiin kesitli, homojen m;,{
cubugu siirtinmesiz O mafsalindan asili olarak o(t)
salimimlarin1 yaparken, m, maddesel noktasi da ¢ubuk
boyunca siirtiinmesiz olarak kayarak u(t) hareketini
yapmaktadir.

Sistemin hareketinin Lagrange denklemlerini elde ediniz.

Sekil Pr. 2.4.3

Coziim:

Sistem iki serbestlik dereceli, ideal, holonomik bir sistemdir. Sistemin kinetik enerjisi ifade
edilmek istenirse,

o () o2 Lmgy? -

T 2 MV, +\5 m/” )¢ Jrzrnsz2 (1)
yazilip, burada

e ..

va, =L, (i)

ve VG2 :sz+yG2 bagintisindan, XG, =using — XgG, =Usin@+ucosep ve

YG, =ucos¢ — yg, =ucos@—usin @@ ile yazilan

2 -2 2.2
VG2 =u”"+u”Q (ii1)

yerlerine konulursa
T =Ll 2 o2 + Ly a2 +u2?) (iv)
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bulunur. Potansiyel enerji i¢in ise kolayca,

V:—mlggcoscp—ngucosq) (v)
yazilabilir. Boylece sisteme ait Lagrange fonksiyonu

L=%(%m1€2)(b2 +%m2('2 +u2('p2)+ (mléerzukcosq) (vi)

seklinde bulunmus olur. Artik (2.4.65) ten q;=¢ ve qx=u koordinatlar1 i¢in, sisteme
herhangi bir korunumsuz kuvvet etkimedigine gére Q) =0, sz =0 olacagina da dikkat

edilerek gerekli hesaplar yapilirsa,

1{%}_@: i
it 661 7o 0 (vii)
dan
oL _ 1 2. 2. i{%}:(l 2 z)il.) ..
%0 3m1€ ¢+moute — - P 3m1€ +mou” fp+2mouud (viii)
ve
L fm, L i
29 =—\my 5 + mopu g s @
ile
1 62 2 ). .. Y, . _ .
gmif” +myu +2mouu + mp > +myu sing=0 (1x)

elde edilir. Benzer sekilde

d oLl oL _

E{E} ou 0 (x)
dan ise, gerekli hesaplar yapilarak

ii—u('pz—gcoscp=0 (x1)

bulunur. (ix) ve (xi) hareketin Lagrange denklemleridir.
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3. TEK SERBESTLIK DERECELI DUZLEMSEL
MAKINALARIN STATIiK DENGESI

3.1 GENEL

Genel olarak bir makinanin gorevi kuvvet ve hareket ileterek bir dirence kars1
yararli is yapmak olmakla birlikte, kaldirma ve tasima makinalar1 gibi kimi
makinalarda, gorevin, hareket etmeksizin bir diren¢ kuvvetinin dengede tutulmasi
seklindeki evrelerine de rastlanir. Yine kimi makinalarin gorevleri, ¢ok biiyiik direng
kuvvetlerine kars1 ¢ok kiiciik hiz ve ivmelerle calismalarin1 gerektirir. Bu gibi
makinalarin hareketlerinin incelenmesi gerektiginde, hareketi g6z ardi ederek,
probleme, s6z konusu diren¢ kuvvetlerinin ¢esitli konumlarda dengede tutulmasina
iliskin bir dizi statik denge problemi goéziiyle bakilmasi uygun bir ilk yaklasiklik
olusturur.

Bu gibi durumlarda makinalarin statik dengesi problemiyle karsi karsiya
kalmir.  Bu problemin ¢oziimiinde bas vurulabilecek en uygun arag¢ virtiiel isler
ilkesidir. Virtiiel isler ilkesi, amacin bizzat bu kuvvetlerin hesaplanmasi olmadigi
problemlerde, makinalarda ¢ok sayida olan kisit kuvvetlerini devre dis1 birakarak
etkili olur.

Bu bolimde, virtiiel isler ilkesinin rijid uzuvlardan olusan, tek serbestlik
dereceli, diizlemsel, holonomik, skleronomik ve ideal kisitlara sahip makinalarin
statik denge problemine uygulanisi ele alinacaktir.

3.2 VIRTUEL ISLER iLKESININ MAKINALARA
UYGULANMASI

3.2.1 DUZLEMSEL HAREKET YAPAN BiR RiJiD CISME ETKIYEN
KUVVETLER SiSTEMININ VIRTUEL iSLER TOPLAMI

Diizlemsel makina diye, biitiin uzuvlarn diizlemsel hareket yapan makinalara
denir.  Bu nedenle, rijid uzuvlu diizlemsel makinalara virtiiel igler ilkesini
uygulamaya ge¢meden 6nce, buna hazirlik olmak iizere, diizlemsel hareket yapan bir
rijid cisme etkiyen kuvvetlerin virtiiel islerinin hesaplanmasi konusuna kisaca
deginmek yerinde olacaktir. Bu amagla, Sekil 3.2.1 deki, Oxy diizlemi igerisinde
hareket eden rijid cisim géz Oniline alinsin ve bu cismin, hareket diizlemi tlizerindeki
izdiisiimleri Fy, F»,...,Fj,... olarak bilinen bir dizi kuvvetin etkisi altinda bulundugu
diistintilsin. Rijid cisimlere etkiyen kuvvetlerin kayan vektorler olduklari, yani etki
cizgileri boyunca kaydirilmalarinin etkilerini farklilastirmadigi bilindigine gore her
kuvvetin etki ¢izgisi lizerinde keyfi bir A; noktast bu kuvvetin uygulama noktasi
olarak secilsin. Bu durumda cisme etkiyen kuvvetler sisteminin toplam virtiiel isi i¢in
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Sekil 3.2.1 Rijid Cisme Etkiyen Kuvvetler Sistemi

oW = ZFerAJ’ (321)
]

yazilabilir. Oysa diizlemsel hareket yapan rijid cismin serbestlik derecesi ii¢ olduguna
ve konumu xp, yp (veya rp) ve 0 koordinat iicliisii ile tanimlanabilecegine gore biitiin
SrAj ler 6xp, dyp (veya Orp) ve 80 cinsinden belirli olmalidir.  Gergekten de

rA; =Tp +1j — drAj =drp +dr; — drAj = drp + dBk xr; seklinde hesap yapilirsa
BrAj = drp + (k xr;)360 (3.2.2)

oldugu goriiliir. (3.2.2) esitligi (3.2.1) de yerine konuldugunda
oW = (ZFj)SrP + (er X Fj) - koo (3.2.3)
i J
elde edilir'. Buradaki ilk terimdeki toplam, kuvvetler sisteminin F bileskesinden,

ikinci terimdeki toplam ise sistemin P den gegen, k ya kosut eksene gore toplam
momenti M" den baska bir sey degildir:

F=YF . M =Mk=3rxF (3.2.4)
J J

Bdylece, cisme etkiyen kuvvetler sisteminin virtiiel igler toplami i¢in (3.2.3) yerine
SW = F - 8rp + M"80 = F,8xp + F,dyp + M" 50 (3.2.5)

yazilabilecegi goriiliir. Buradan, bir rijid cisme etkiyen bir kuvvetler sisteminin
virtiiel isler toplami hesaplanmak istendiginde bu sistemi olusturan tiim kuvvetlerin
teker teker ele alinmasina gerek bulunmadigi; keyfi bir P noktasina etkitilecek

! Burada vektor karisik carpiminin a.(bxc) = (axb).c = (cxa).b 6zelligi dikkate almmustir.
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bileskenin ve P ye gore toplam momentin dikkate alinmasinin yeterli olacagi
anlagilmaktadir.

Bu sonug, ashinda, rijid cisimlere etkiyen bir kuvvetler sisteminin
indirgenmesiyle ilgili iyi bilinen bir kuralin dogrulanmasindan bagka bir sey degildir.
Bu kurala gore rijid cisme etkiyen bir kuvvetler sistemi, cismin keyfi secilecek bir P
noktasina etkiyen bilegske kuvvet ile momenti sistemin P ye gore toplam momentine
esit bir kuvvet ciftiyle esdeger olarak temsil edilebilir. Buna kuvvet sisteminin P
noktasina indirgenmesi denir.

Bu bilginin, ayn1 rijid cisme etkiyen bir ¢ok kuvvetin virtiiel isleri toplaminin
hesaplanmasinda biiylik kolaylik saglayacagi; keyfi olan P indirgeme noktasinin
uygun secilmesiyle bu kolayligin daha da arttirilabilecegi aciktir.

3.2.2 MAKINALARIN DENGESI

Rijid uzuvlara ve ideal kisitlara sahip diizlemsel bir makinanin denge kosulu
virttiel igler ilkesi yardimiyla yazilmak istenirse, dW,; makinanin i numarali hareketli

uzvuna etkiyen kuvvetlerden kisit kuvvetleri disinda kalanlarin (3.2.5) teki gibi
hesaplanan virtiiel isleri toplamini1 gostermek tizere

SW =Y 6W; = Y F, -8rp +M;" 80, =0 (3.2.6)
- .

1

yazilabilir. Makina tek serbestlik dereceli ve holonomik olduguna gore konum tek bir
q esas genellestirilmis koordinatiyla, virtiiel yer degistirme de 0q ile
tanimlanabilmelidir. Bu ise drp ile 86; nin 6q cinsinden ifade edilmesini gerektirir.
Mekanizmalarin kinematiginden, gercekten de

drp. = gp.(9)8q (3.2.7)
yazilabilecegi bilinmektedir. 86; i¢in de

80; = gp. (9)3q (3.2.8)

yazalim. 1 inci uzvun konumunu tanimlamak iizere segilen s; ikincil koordinatinin
agisal bir koordinat olmasi halinde 6; =s; — 86; =8s; — gp. =gj olacagi (Sekil
3.2.2-a); bu uzvun hareketi donme de igcermekle birlikte konumunu gostermekte
cizgisel bir s;koordinati kullanilmis olmasi halinde ise uzvun, donmesini paylastiZi
bir bagka uzuv (j inci uzuv diyelim) bulunacagi ve 6; =s; — 66; = ds; — gbi = g'j

olacag: (Sekil 3.2.2-b) aciktir. Bu agiklamadan sonra (3.2.7) ve (3.2.8) esitlikleriyle
(3.2.6) ya doniiliirse, mekanizmanin statik denge kosulu olarak

Z[Fi -gp. (@) + M} g5, (@)|=0 (3.2.9)

1
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Sekil 3.2.2 Uzvun Donmesi

elde edilir. Mekanizmanin konum analizinin analitik yoldan gerceklestirilip hiz
katsayilarinin kapali formda elde edilmis olmasi halinde statik denge kosulu da (3.2.9)
denkleminden q konumunun fonksiyonu olarak elde edilir. Buna karsilik konum
analizinin ancak belli g* konumlari i¢in sayisal yoldan gerceklestirilebilmesi halinde
denge kosulu da ancak ilgili q* konumlar1 icin elde edilebilir. Ote yandan,
skleronomik makinalarda (3.2.9) da kullamlan hiz katsayilarmm, o; =6;

gosterilimiyle

gp =— , gh =— (3.2.10)
esitliklerini sagladiklar1 animsanirsa bu denklem yerine

Z[Fi “Vp, (@)+M] - 0;(q)|=0 (3.2.11)

1

de yazilabilecegi goriiliir. (3.2.11) denklemi, skleronomik makinalarin statik denge
kosulunun yazilmasinda keyfi bir q esas genellestirilmis hizina karsilik gelen hiz

¢Oziimlemesi sonuglarinin da kullanilabilecegini gostermektedir.

Bu noktada, kisaca, makina uzuvlarina etkiyen kuvvetlerin birer vektor olarak
ifade edilisi iizerinde durulmasi yerinde olacaktir. Siddetlerini gosteren bir F skaleri
ve etki dogrultularin1 gosteren bir e birim vektorii yardimiyla bu kuvvetler genel
olarak

F =Fe (3.2.12)
seklinde ifade edilirler. Buradaki F skaleri bilinen ya da hesaplanmak istenen bir
bliylikliikk olabilir.  Bizim burada flizerinde durmak istedigimiz, asil, e birim

vektorudir.

Uzuvlara etkiyen agirlik kuvvetleri 6rneginde oldugu gibi (Sekil 3.2.3-a) kimi
kuvvetler sabit (makinanin q konumundan bagimsiz) ve verilmig bir etki dogrultusuna
sahiptir:

e=sabit — 2—3 =0 (3.2.13)

53



1 y 4 Fi P y \\':“ — F.=-
(¢] Q 0
o Ip rQ
1§
P o > Q
> P
W=mg 0 X 0 X
(a) (b) (c)

Sekil 3.2.3 Makina Uzuvlarina Etkiyen Kuvvetlerin Etki Dogrultular

Bu durumda e nin belirlenmesi icin ek bir gayret gerekmez. Ancak kimi kuvvetler de
mekanizmanin i inci uzvunun bir P noktasina, dbiir ucu bir Q noktasina bagl bir
kuvvet uygulama elemani (halat, hidrolik silindir vb.) yardimiyla uygulanirlar (Sekil
3.2.3-b,c). Boyle durumlarda kuvvetin QP etki dogrultusu, genellikle, makinanin q
konumuna bagli olarak degisir:

l‘P—l‘Q _ (XP _XQ)i+(yP_YQ )J
ol o Py )

e = e(q) = (3.2.14)

Bu degisim, Q ucu sabit bir noktaya bagli elemanlar (Sekil 3.2.3-b) halinde
rp =rp(q)olusundan; Q ucu da makinanin bir baska j inci uzvuna bagl elemanlar

(Sekil 3.2.3-c) halinde ise hem rp =1p(q) hem rgy =rg(q) olusundan kaynaklanir.

Bu durumlarda ilkin makinanin konum c¢oziimlemesinin yapilmasi, sonra da e nin
(3.2.14) ten hesaplanmasi gerekir.

Ote yandan, Sekil 3.2.3-a ve b deki kuvvetler makina icin birer dis kuvvet iken
Sekil 3.2.3-c deki kuvvet bir i¢ kuvvet olusturur. Boyle i¢ kuvvetlerin sd6z konusu
oldugu durumlarda j inci uzvun i inciye etkisi olan F; = Fe kuvvetinin yanisira i

incinin j inciye tepkisi olan ve Newton'un tigiincii hareket yasasi dolayisiyla F; = —F

esitligini saglayan kuvvetin de statik denge hesabinda dikkate alinmasi gerekir. Bu
ise (3.2.6) statik denge denkleminde

SW' = Fi . Sl'Pi + F_] . SI'QJ = Fe- (Srpi — SI'QJ) = Fe- S(I'Pi — er) (3215)

seklinde bir terimin hesaba katilmasini gerektirir. Bu terimin hemen ortaya koydugu
bir 6zellik olarak, makinalarda edimli (aktif) i¢ kuvvetler, etkilesim halindeki makina
noktalarinin bagil virtiiel yer degistirmesi ile orantili virtiiel ig yaparlar.

54



3.2.3 GENELLESTIRILMIiS KUVVET

Boliim 2.4.3 iin igeriginden, f serbestlik dereceli holonomik sistemlerde statik
dengenin gerek ve yeter kosulunun Q; j inci genellestirilmis koordinata iliskin
genellestirilmis kuvveti gdstermek tizere Q; =0 ;j=1,2,....f seklinde yazilabilecegi
bilinmektedir. Bu bilgi, tek serbestlik dereceli holonomik makinalarin statik denge

kosulunu ifade eden (3.2.9) ile birlikte degerlendirildiginde, bu makinalarda q esas
genellestirilmis koordinatina iliskin genellestirilmis kuvvetin

Q(q) = Z[Fi -gp. (q) + M - 86, (q)J (3.2.16)
i
ya da, skleronomik makinalarda, (3.2.10) bagintilar1 kullanilarak

vp, (q) i
Qq) = Z{Fi My %} (32.17)
1

seklinde ifade edilebilecegi anlasilir. (3.2.16) bagintisinda yer alan hiz katsayilarinin
q konumunun fonksiyonu oldugu makinalarda genellestirilmis kuvvet de konumun bir
fonksiyonu olacaktir.

Fiziksel anlam olarak genellestirilmis kuvvet, konumu q esas genellestirilmis
koordinat1 ile tanimlanan uzva uygulandiginda makinaya etkiyen biitiin kuvvetlerin
toplam etkisine denk etki yaratacak kuvveti temsil etmektedir. Bu anlamda bazen Q
ye q koordinatina indirgenmis esdeger kuvvet de denir. Kuvvet diye adlandirilmakla
birlikte Q niin her zaman kuvvet boyutunda olmadigina; q koordinati ¢izgisel bir
koordinat iken kuvvet boyutunda olan Q niin, q ac¢isal bir koordinat iken moment
boyutunda olacagina dikkat ediniz.

Genellestirilmis  kuvvet kavrami makinalarin = statiginde oldugu gibi
dinamiginde de 6nemli bir yer tutar.

3.2.4 MEKANIK KAZANC . MEKANIGIN ALTIN KURALI

Amaci bir P =Pe, kuvvetini bir F =Fe, kuvveti yardimiyla dengede tutmak
olan bir makinada, bagariin bir 6l¢iisiinii olusturan

n=t (3.2.18)

oranina mekanik kazang ad1 verilir. P ve F nin uygulanma noktalarinin hiz katsayisi
vektorlerine, sirastyla, gp(q) ve gr(q) denilirse anilan denge (3.2.9) dan

Feg-gr(q)+Pep-gp(q) =0 (3.2.19)

seklinde yazilabilecegine goére mekanik kazancin
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ik 4G (3.2.20)

D = ergh (@)

seklinde ifade edilebilecegi; ya da skleronomik sistem halinde (3.2.11) den
Fep - vp(q)+Pep-vp(q) =0 (3.2.21)

yazilabilecegine dikkat edilirse

CEVE(Q) (3.2.22)

@ = ep-vp(q)

olacagi anlasilir. Bazi basit makinalar disinda mekanik kazan¢ makinanin q
konumuna bagli olarak degisir.

(3.2.22) ifadesinin pay ve paydasindaki skaler ¢arpimlarin, hiz vektorlerinin
kuvvet dogrultusundaki bilesenlerinden baska bir sey vermedigine dikkat edilir ve bu
bilesenlerin mutlak degerleri

Vi =lep-vE(@)| . VP =lep - vp(q)| (3.2.23)

seklinde gosterilirse (3.2.18) ve (3.2.22) den
P _VE
F= (3.2.24)

elde edilir. Denge halindeki kuvvetlerin, uygulama noktalarinin hizlariyla ters orantili
olacagini gosteren bu ifadeye bakilarak, virtiiel isler ilkesinin atasi olan ve yiizyillar
boyunca mekanigin altin kurali adiyla anilmis olan su kural ¢ikartilabilir:

Kuvvetten kazanmirsan hizdan kaybedersin, hizdan kazanirsan kuvvetten
kaybedersin.

Kaldirag, palanga, vidali kriko vb. gibi biitiin basit makinalarin yanisira motorlu

tasitlarin vites mekanizmalar1 gibi bir ¢ok cagdas diizenek de bu kuralin uygulama
orneklerini olusturur.
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ORNEK PROBLEMLER

Problem 3.2.1

R N R R R R R R

(a) (b)
Sekil Pr. 3.2.1-1 Kaldirma Makinasi

Sekildeki yiikleme makinasinin boyutlar1 a=0.585 m, b=1.269 m, (=3 m,
B=a+y=70°, —20° < ¢ <80° olarak verilmistir. W yiikiinii dengede tutabilmek igin
QP hidrolik silindirinin uygulamasi gereken F kuvvetini ve makinanin mekanik
kazancini ¢ agisinin fonksiyonu olarak elde ediniz.

Coziim: [lkin C, P ve Q noktalartyla ilgili su belirlemeler yapilsin:
yc =/sing, yc =(coseo, Xp =bcos(p+7), Xp = —-bsin(e+7y)¢,
yp =bsin(@+7), yp =bcos(p+y)p, xqg =acosa, yg =—asina. Buradan,
biraz hesapla F dogrultusundaki birim vektor

o= [b cos(p+y)—acos a]i+[b sin(@+7y)+asin oc]j

) (i)
a“+b“—2abcos(p+p)

seklinde, P ve C noktalarinin hizlari ise

vp = —bsin( + y)pi + bcos(p + 7)¢j (i1)
ve

ve = Xci+ £ cos pj (1i1)
seklinde belirlenir. Boylece

Fe-vp +W-vc =0 (iv)

denge denkleminde (1), (i), (ii1)) ve W=-Wj yerine konulup hesap yapilarak F kuvveti
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n

0 \/a2 +b%-2ab cos(@+P)

Fo) =% Sin(9+B) ~cosp- W (v)
seklinde, mekanik kazang ise
n(g) =Y - oD (vi)
F ¢ \/a2+b2—2ab cos(p+p)
seklinde hesaplanir. Burada sayisal verilerin kullanilmasiyla da
3 /1.953-1.485 cos(¢p+70) ..
F(p) =4.041 Sin(070) -cos¢@-W (vii)
ve
W sin(p+70)
=—-=0.247 .
n(®) = J1.953-1.485 cos(¢+70) COS® (viii)
elde edilir.  Yandaki grafikte
04 —20° < @ <80°bolgesinde m’nin
03 ¢ ile degisimi gosterilmistir. Bu
grafikten goriildiigii gibi, bu
0.2 bolgenin tamaminda m<I olup,
bir mekanik kazan¢ degil bir
0.1 - mekanik kayip s6z konusudur.
-20 20 0 40 60 80 En elverigsiz nokta ise ¢@=21°
. . noktasidir. Buna gore hidrolik
Sekil Pr. 3.2.1-2 Mekanik Kazang piston seciminde bu noktadaki
kosullar esas alinmalidir
Problem 3.2.2

FEEEEEEE Y

Sekil Pr. 3.2.2-1 Kaldirma Platformu

Sekilde "X" tipi bir
kaldirma platformu gosterilmistir.
Platformun boyutlar1 a=3.75 m,
b=0.67 m, 10° < @ < 80°
seklinde verildigine goére, W
yikiinii dengede tutabilmek igin
QP hidrolik silindirinin
uygulamasi gereken F kuvvetini
ve makinanin mekanik kazancini,
uzuv agirliklarini goz ardi ederek,
¢ konumunun fonksiyonu olarak
belirleyiniz.
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Coziim: Makinanin C, P ve Q noktalar1 ile ilgili olarak yc =3asing,
yc =3acosoQ, Xp = bcoso, Xp =—bsineo, yp =(2a+Db)sino,
yp =(2a+b)cospp, xg=(a—b)cosp, Xg=-(a—-b)sined, yq=(a-b)sing,
yq =(a—b)cosep belirlemeleri yapilsin. Bunlara dayanilarak P ye etkiyen F
kuvveti dogrultusundaki birim vektor

- (2b—a) cos gi+(2b+a)sin @j (1)

a2 +4b% —4abcos 20
seklinde, C, P ve Q noktalarinin hizlari1 da
Ve =Xci+3acos@@j , vp =-bsine@i+(2a+b)coso@j ,
(i)
v = —(a—b)sin @i + (a — b) cos ppj
seklinde ifade edilebilir. Makinanin denge denklemi, (3.2.15) deki fikir uyarinca

Fe-(vp —vQ)+W-vc =0 (111)

seklinde yazilmalidir. Burada (i), (ii) bagintilar1 ve W=-Wj yerlerine konup hesap
yapilirsa

2 2
3ya“+4b“—4abcos?2
J 2w

Fle) = 8bsin @

(iv)

veE

W _ 8bsin @ v)

ne)=+=
F 3\/a2+4b2—4abcos2(p

elde edilir. Sayisal verilerin kullanilmasiyla bu sonuglar

4/15.86—-10.05 cos 2¢ 5.365sin :
536. W, )= > (Vi)
-20sm @ 3,15.86-10.05cos 2¢

F(g) ="

verir. Asagidaki grafikte, 10° < ¢ < 80° araliginda n nin ¢ ile degisimi gosterilmistir.

0.5

0.4
0.3

n o /

0.1

0

10 20 30 40 50 60 70 80
¢

Sekil Pr. 3.2.2-2 Mekanik Kazang
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Problem 3.2.3

Sekilde, tersane vinci ya da kugu ving
denilen tipten bir ving gdsterilmistir. U¢ ¢ubuk
mekanizmasini esas alan bu vingte A A uzvu
dondiiriildiigiinde yiik aski noktast C yaklasik
yatay dogrultuda ileri-geri hareket etmektedir.
Yiikiin yukari-asag1 hareketi ise ayr1 bir palanga

sistemiyle saglanmistir. Vincin  boyutlari
A r=A.Bo=11 m, rn=A,A=22 m, r;=AB=10 m,
RN 1;=B,B=29 m, {=AC=34 m, 0=40°, 90°<¢<180°

olarak verildigine gore, uzuv agirliklarini hesaba
katmaksizin, P yiikiinii dengede tutabilmek i¢in

W;%‘ AoA uzvuna uygulanmasi gereken M momentini

X ¢ agisinin fonksiyonu olarak hesaplayiniz.
Sekil Pr. 3.2.3-1 Tersane Vinci

O

Coziim: (Coztimde (3.2.9) denge kosulunu esas alalim ve
M+P-g-=0 6))

yazalim. Burada,

P =PcosPi+Psinfj; p=270+a (i1)
ve

Xc = cos@+/cos® — x( =d()1(—(§=—rzsin(p—£sin6-g’9

yc =hsin@+/sin® — y¢ :(Z—g:rzcoscp+£cos9-g'9 (111)

dikkate alinarak yazilan
gc = xci+yci (iv)

yerine konularak hesap yapilabilir. Ancak bunun i¢in 6nce ii¢ gubuk mekanizmasinin
kinematik ¢6ziimlemesinden

0(p) = 2 -arctg (v)

ile

sin((p—G)—% sin @

go(0) = (vi)

PSP
sin(@ 6)+r2 sin 0
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esitliklerinin animsanmasi gerekir. (ii)-(vi) esitlikleriyle (i) ye doniip hesap yapilirsa
M() = Plcosp(ry sin ¢ + £sin 0 g ) — sin p(ry cos ¢ + Lcos 0 gp )] (vii)

elde edilir. Asagidaki grafikte, burada boyutlar1 verilen vingte % oranmin ¢ ile

degisiminin, ¢caligma aralig1 olan 90° < ¢ <180° bolgesindeki gidisi gosterilmistir.

8
6
2
0
90 120 150 180
¢
Sekil Pr. 4.2.3-2 M/P-¢ Grafigi
Problem 3.2.4

Sekilde bir planya tezgahina ait
ana mekanizma gosterilmistir. Boyutlar
AoA=r=0.15 m, AjH=h=0.2 m, A,C=c=
0.4 m seklinde verilen mekanizmay1 6
numarali koga etkiyen F=1500 N luk
kuvvete kargin @=120° ile tanimlanan
konumunda dengede tutabilmek igin
AoA koluna uygulanmasit gereken M
momentini hesaplayiniz.

Coziim: (3.2.9 ) denklemi uyarinca

F-gh +M-g, =0 (i)

veya burada F=-F.j , g'se=gs.j , g'v=1
olduguna dikkat edilerek

Sekil Pr. 3.2.4 Planya Mekanizmasi

-F.g'\tM=0 — M=F. g's (ii)

seklinde hesap yapilmak istensin. Problemin ¢oziilebilmesi icin g's in hesaplanmasi
gerekmektedir. Bu amagla ilkin sekil yardimiyla mekanizmanin skaler ¢evrim kapama
denklemleri

f1(0,p,0,q,8)=rcos@—pcosO+c=0

f5(¢,p,0,q,8)=1sin@ —psinO=0 (iii)
f3(p,p,0,9,8)=rcos@+qcos®O—h=0
f4(0,p,0,9,8)=rsin@+qsin®—s=0
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seklinde yazilip buradan da s,=p, s,=0, s3=q, ss=s alinarak

—cos® psin6 0 0 —sin @
_|—sin® —pcos® 0 01, . |coso (iv)

0 —qsin® cos® O —sin @

0 qcos® sin@® -1 cos @

belirlensin. (iii) denklem takiminin ¢=120°=27/3 rad i¢in ¢6ziilmesiyle
p=0.35m, 6=0.380251 rad, q=0.296154 m, s=0.239822 m (v)

elde edilir. (v) degerlerinin (iv) te yerlerine konulmasiyla da

~0.928571  0.129904 0 0 0.129904
| -0371154  -0.325 0 0|, p__) 0075 | (vi)

0 —-0.109919 0.928571 0 0.129904

0 0275 0371154 -1 0.075

hesaplanir. Artik, hiz katsayilari siitun matrisinin mekanizmanin verilen konumundaki
degeri,

gi:, —0.148461

o - _J_l £ gle _ —-0.061224 (vii)
gq 0.132649
g5 —0.042604

seklinde hesaplanabilir. Buradan g'i=-0.042604 degerinin alinip (ii) de yerine
konulmasiyla da F kuvvetini dengeleyecek moment i¢in

M=1500 (- 0.042604) = - 63.906 N.m (viii)

bulunur. Buradaki eksi isareti, momentin sekildekine zit yonde (saat ydniinde)
uygulanmasi gerektigini gostermektedir.

Problem 3.2.5

Sekilde bir damperli kamyon ve ona ait kaldirma mekanizmasi1 gosterilmistir.
Diger biitiin kuvvetler géz ardi edildigine gore, yiikli durumdayken P=40000 N
agirhiginda olan kasayr dengede tutabilmek i¢in DC hidrolik silindirinin uygulamasi

gereken kuvvetin, mekanizmanin galigma aralifi olan 5° <@ <45° araliginda, ¢
acist ile degisimini elde edip sonucu grafik olarak veriniz.

A.Bo=r=60 cm, A,A=1,=90 cm, AB=r3=46 cm, B,B=r1,=64 cm,
BoC=¢=50 cm, A E=a=60 cm, B=30°, d=60 cm, h=14cm

62



7//|////x

| T
>

Sekil Pr. 3.2.5-1 Damperli Kamyon

Coziim: (3.2.9 ) denklemi uyarinca

_ Pgg
ege

P.gp +Fe-g =0 —>F= 1)

seklinde hesap yapilsin. Bu amagla, Xxg =acos¢, Xg =-asing, yg =asing,
YE =acoso, Xc =1 +ccos(04 +B), Xc =-—csin( 04 +B)-g4,
yc =csin(04 +B), yc =ccos(04 +B)- g4, Xp =1 +d, yp =—h yazilip buradan

gg =—asin@-i+acosQ-j (if)

__[ecos(8, +p)—~dJi+[csin(0, +B)+hlj
e cos(84 +B)—d]? +[csin(8, +B)+h ]2

belirlenir, ayrica P=-P.j denirse, verilmis her ¢ degeri i¢in, 04 ve gy i elde etmek
kaydiyla F, (i) bagintisindan hesaplanabilir. Bu degerlerin, mekanizmanin sayisal
kinematik ¢oziimlenmesinden elde edilmesiyle yapilan hesabin sonuglar1 Sekil Pr.
3.2.5-2°de F(¢) ve n(p) grafikleri seklinde verilmistir.

_Pp -

5 10 20 30 40 45

Sekil Pr. 3.2.5-2 Hesap Sonuglari
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4. TEK SERBESTLIK DERECELI DUZLEMSEL
MAKINALARIN HAREKET DENKLEMLERI

4.1 GENEL

Bu boliimde, rijid uzuvlardan olusan, tek serbestlik dereceli, diizlemsel, ideal
kisitlara sahip, holonomik ve skleronomik makinalarin hareket denklemlerinin elde
edilisi lizerinde durulacaktir. Makinalar gibi ¢ok sayida kisit igeren sistemlerin
hareket denklemlerinin elde edilmesinde en uygun ydntem, hareketin Lagrange
denklemlerinin elde edilmesidir. Burada da bu yol izlenecektir.

Asagida goriilecegi gibi, istisnai ¢ok basit makinalar disinda, makinalarin
hareket denklemlerinin elde edilmesi basl basina zorlu bir problemdir. Ustelik bu
denklemlerin elde edilmesi de ¢ogu kez sorunun ¢odziilmesi anlamina gelmez. Ciinki
esas genellestirilmis koordinat q niin zamana gore ikinci mertebeden diferansiyel
denklemleri olan bu denklemler, ¢ogunlukla, analitik olarak ¢oziilmeleri olanaksiz
olan, lineer olmayan diferansiyel denklemlerdir. Ne var ki biitiin bu zorluklara karsin
makinalarin dinamik c¢odziimlemesi yapilmak zorundadir.  Ciinkii makinaya gii¢
saglayacak motorun se¢ciminden makina uzuv ve baglanti elemanlarinin mukavemete
gore boyutlandirilmasina kadar bir ¢ok miihendislik probleminin gerektirdigi verileri
iiretmenin baska yolu yoktur.

4.2 MAKINANIN GENELLESTIRILMIiS EYLEMSIZLIiGi

Konumu q esas genellestirilmis koordinatiyla tamimlanan makina uzvunun,
makinanmin toplam kinetik enerjisine egsit kinetik enerji depolayabilmesi igin sahip
olmast gereken eylemsizlige makinanin genellestirilmis eylemsizligi ( ya da, bazen,
makinanin q koordinatina indirgenmis eylemsizligi) denir.

Bu tanima gore, makinanin genellestirilmis eylemsizligi (I diyelim)

342 4.2.1)

N [—

Tmak =

esitligini saglamalidir. q esas genellestirilmis koordinatinin ¢izgisel ya da agisal bir
koordinat olmasina bagli olarak 3 nin kiitle ya da kiitlesel eylemsizlik momenti
boyutunda olacagi ortadadir.

Simdi makinanin toplam kinetik enerjisini ifade etmek amaciyla, diizlemsel

hareket yapan rijid cisimlerin kinetik enerjisini ifade etmekte kullanilabilecek (2.3.14)
esitligi animsanirsa, i indisi makinanin hareketli uzuvlarini taramak tizere
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2 2 2 22
Toak = %Z(mivsi +1g. 07 ) Z%Zmi(vsi +ig of) (4.2.2)
1 1

ya da burada hiz katsayilar1 devreye sokularak
' ' 2 42N 2
Thak = %Zmi(gsi " 88S; +lsig9i).q (4.2.3)
i

yazilabilir. (4.2.2) ya da (4.2.3) ifadesinin (4.2.1) de yerine konulmasiyla makinanin
genellestirilmis eylemsizligi i¢in

Vg. 2 g).z
3(q) = 2 mi(—-+ig —) (4.2.4)
i q 'q
ya da
~ ' ' -2 2
3(q) =2 m; [gsi (@) -gs; (@) +ig, g4 (a) (4.2.5)
i

ifadesine ulasilir. Hiz katsayilarinin q niin fonksiyonu oldugu makinalarda
genellestirilmis eylemsizlik de q konumu ile degisecektir.

Buraya kadarki ifadeler makina uzuvlarinin her tiirlii diizlemsel hareketinde
gecerli olan genel ifadelerdir. Ancak makinanin herhangi bir i=k inc1 uzvunun 6zel
olarak bir dteleme hareketi ya da sabit bir nokta ¢evresinde daimi donme hareketi
yapiyor olmasi halinde ilgili toplamdaki k 1nc1 terim basitlesir. Ornegin k 1nc1 uzuv
bir oteleme hareketi yapiyorsa ifadelerdeki donme kinetik enerjisine iliskin terim
diiger, ayrica Oteleme hareketinde rijid cismin tiim noktalarinin hizlar1 birbirinin aym
olacagindan oteleme kinetik enerjisine iligkin terimde de Sy kiitle merkezininkinin

yerine cismin herhangi bir Aj noktasinin hizi kullanilabilir. Bu durumda (4.2.4) ve
(4.2.5) teki k inci terimler, sirasiyla,

my D D mkg'Ak (q) : gi‘%k (q)

(4.2.6)

seklini alacaktir. Ote yandan k mc1 uzuv bir Oy noktasi ¢evresinde daimi donme
hareketi yaptyorsa kinetik enerji (2.3.10) uyarinca tek terimle ifade edilebileceginden,
iOk cismin, O} noktasina gore eylemsizlik yaricapini gostermek lizere, (4.2.4) ve

(4.2.5) teki k inci1 terimler bu kez de, sirasiyla,

2
Oy

2 -2 2
Milo, PP myig -gg, (@) (4.2.7)

seklinde yazilabilir.
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4.3 HAREKET DENKLEMI

Lagrange hareket denklemlerinin (2.4.59) da verilen ifadesi, tek serbestlik
dereceli sistemler 6zel hali i¢in gdz oniine alinirsa

dlorl ot _
G a=0 @31

yazilabilir. Burada, makinanin toplam kinetik enerjisini gdsteren T i¢in, Bolim 4.2
den,

T=13()4” (43.2)

yazilabilecegi bilinmektedir. Q genellestirilmis kuvveti ise, Bolim 4.2.3 e gore

Q@) = T[F; gk @+ M g, @ (433)

seklinde belirlidir. Ancak burada F; bileske kuvvetlerinin ve MiP momentlerinin
hesabina giren kuvvetler, en genel halde sabit kuvvetler olmayip, q konumunun, ¢

hizinin ve t zamaninin fonksiyonu olabilirler. Bu nedenle genellestirilmis kuvvetin en
genel halde Q(q,q,t)seklinde yazilmasi uygun olur. Bdylece makinalarin hareket

denklemi i¢in (4.3.1) den

dt{Fll ()4’ } (CI)QJ Q(q,9,t) (4.3.4)

elde edilir. Burada

ft{a*[l (@4 ]} 4 [3(9)4]= dd(q) 4% +3(a) -4 (4.3.5)

vEe
~ ) d3 .2
2@ |- 1S (43.6)

ara hesaplariin gerceklestirilmesiyle (4.3.4) yerine

a3
@)+ 5247 = Q(@.4.) (43.7)
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de yazilabilir. Tek serbestlik dereceli makinalarin genel hareket denklemini olusturan
bu denklem bazen Eksergian Hareket Denklemi adiyla da anilir'.

(4.3.7) deki ikinci terimin merkezcil katsay: adiyla anilan ¢arpani
Cq) = %ﬂ (43.8)

seklinde gosterilirse denklem

3(a)-§+C(@)-4° = Q(q,4, ) (4.3.9)

seklinde de yazilabilir. Buradaki merkezcil katsayinin, 3(q) niin (4.2.5) teki ifadesi
(4.3.8) de yerine konulup hesap yapilarak ve ivme katsayilar1 animsanarak

Cla) = Ymilgs, (@)- g4 (@) +i2, -2, (@) ), @) (4.3.10)

seklinde ifade edilebilecegini belirtelim.

Ote yandan, Q(q,q,t) genellestirilmis kuvveti, korunumsuz kuvvetlerden
gelen bir Q'(q,q,t)kismi ile korunumlu kuvvetlerden gelen bir Q"(q)kisminin
toplami olarak diisiiniiliir ve korunumlu kuvvetlerin tanimi geregi, bu kismin

Q'(q) = dvglq) (4.3.11)

seklinde kendisinden tiiretilecegi bir V(q) potansiyel enerji fonksiyonunun bulunacag:
animsanirsa, (4.3.9) yerine

3(@)-d+C@)- 4"+ T = Q(@.d.) (43.12)

de yazilabilir.

Tek serbestlik dereceli makinalarin hareketini yoneten genel diferansiyel
denklem olan (4.3.9) denkleminin elde edilebilmesi, bu denklemdeki 3(q), C(q) ve
Q(q,q,t) terimlerinin analitik olarak ifade edilebilmesine, bu ise, bu terimlerin

tanimlarindan kolayca anlasilabilecegi gibi, her seyden oOnce, ilgili makinanin
kinematik c¢oziimlemesinin analitik yoldan gerceklestirilmesine baglidir, ki bilindigi
gibi bu her zaman olanakli degildir. Ayrica, makinaya etkiyen ve Q(q,q,t)
genellestirilmis kuvvetine katkida bulunan tiim kuvvetlerin de analitik olarak ifade
edilmis olmas: gerekir. Ileride goriilecegi gibi bu da her zaman kolay bir is degildir.
Biitiin bu soOylenilenlerden anlasilacagi gibi, makinalarin hareketini yoOneten

" Bu, 1930-1931 yillar1 arasinda Makinalari Dinamik C6ziimlemesi konulu bir dizi ¢alisma yaymlamis
ve bu ¢alismalarinda anilan denklemi yogun olarak kullanmis olan R. Eksergian'm adina atfen yapilan
bir adlandirmadir.
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diferansiyel denklemlerin elde edilmesi ancak simrlt sayidaki istisnai durumda
umulabilecek bir sonugtur. Ote yandan, 3(q) niin sabit olmasina yol acan 6zellikle
basit bazi makinalar disinda (4.3.9) diferansiyel denklemi lineer olmayan bir
diferansiyel denklemdir ve, bilindigi gibi, lineer olmayan diferansiyel denklemlerin
genel ¢ozlim yontemleri bilinmemektedir. Buradan, makinalarin hareket denklemleri
analitik olarak elde edilebilse bile, analitik olarak ¢oziilmelerinin genellikle miimkiin
olmayacagi anlasilmaktadir. Bu durumda bu denklemlerin ¢oziimiinde sayisal
yontemlere bag vurulmasi kaginilmaz olabilecektir. Oysa, ¢oziim sayisal olarak elde
edilecekse denklemi analitik olarak elde etmenin de pek anlami kalmayacagi
ortadadir. Boylece, (4.3.9) denkleminin sayisal olarak elde edilmesiyle
yetinilebilecegi anlasilir. Bu, 3(q), C(q) ve Q(q,q,t) fonksiyonlarinin, makinanin
belli bir g* konumundaki degerlerinin yerine konulmasiyla gergeklestirilir. Bunun
icin ise makinanin kinematik c¢oziimlemesinin sayisal yoldan yapilmis olmasi
yeterlidir.

Simdi de, makinalarin hareketine iligkin bir bagka diferansiyel denklemden sz
edelim. (4.3.9) denkleminde

v e dg om0 dg . ey d(G?
3(@)-d = 3(@)- G = 5@ = 3@ (43.13)

esitligi dikkate alinirsa

-2
13(@)- G+ C(@)- 47 = Q@41 (43.14)

yada

~ o da? | dS(q) .
3(@)- G+ 5247 =2-Q(@.4.0) (43.15)

elde edilir. Bdylece q konumunun t zamanina gore ikinci mertebeden diferansiyel
denklemleri olan (4.3.7), (4.3.9) ya da (4.3.12) denklemleri yerine ¢ hizinin q

konumuna gore birinci mertebeden bir diferansiyel denklemine gelinmis olur. Bu

denklem, ozellikle Q genellestirilmis kuvvetinin Q = Q(q,qz) seklinde oldugu, yani t

zamanini acik olarak igermedigi, q ile baglantisinin ise q2 li terimler seklinde oldugu
problemlerde yararl bir segenek olusturur.

Burada son olarak (4.3.14) iin

%%S(q) Pl=0@an | - 4T - Q.40 (4.3.16)

seklinde de yazilabilecegini not edelim. Bu denklem de, Q niin Q=Q(q) seklinde
yalnizca q ye bagli oldugu problemlerde hizin konumla degisiminin hesaplanmasinda
yararli olur.
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ORNEK PROBLEMLER

Problem 4.3.1

Sekildeki harmonik hareket mekanizmasi
esasli makinanin 2 numarali uzvu M
momentinin, 4 numarali uzvu da F
kuvvetinin etkisi altindadir. Makinanin
hareketli uzuvlarinin kiitleleri m,, mj

ve my olarak, 2 numarali uzvun OA nin

tam ortasinda bulunan S, kiitle
merkezine gore eylemsizlik yarigapr ise
isz olarak bilindigine ve ¢=0 iken k

i yay1 gerilmesiz olduguna gére makinanin
Sekil Pr.4.3.1 hareket denklemini elde ediniz.

Coziim: Makinada 2 numarali uzvun O noktasi g¢evresinde daimi donme
hareketi, 3 numarali uzvun dairesel 6teleme hareketi, 4 numarali uzvun ise dogrusal
oteleme hareketi yaptigina dikkat edilir ve esas genellestirilmis koordinat olarak q=¢
secilerek hesap yapilirsa, makinanin genellestirilmis eylemsizligi i¢in

.2 2 2
~_mal @ VA Ve -
\S—m21027+m37+m47 (1)
¢ ¢ ¢

yazilabilir. Burada, sekilden kolayca belirlenen

VA =IQ, XC =TCOSQ — Ve =X =-TIsSInQd (11)
hiz ifadeleri ve Huygens-Steiner formiillerine gore yazilan

0y =iy + ()’ (i)
esitligi yerlerine konulursa

3(¢) = myig, +1° (2 +my + mysin® @) (iv)
elde edilir. Buradan da merkezcil katsay1

C(p) = %d‘zgp) = m4r2 Sin P Cos @ (V)

seklinde hesaplanir. Ote yandan, 2 ve 3 numarali uzuvlarmn agirliklar1 ve k yayiyla
ilgili olarak bir potansiyel enerji fonksiyonu
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2 .
V = mogys, +m3gya +5kya (vi)

seklinde yazilabilir. Burada

¥s, :%rsin(p , YA =TIsing (vii)

ifadelerinin yerine konulmasiyla
V() = (%2 +my)grsing+ Lkr’ sin® ¢ (viii)
ve buradan da

dVie) _ (M2

i 5t m3 )grcos e + kr? sin (QCcos P (1x)

elde edilir. Son olarak, genellestirilmis kuvvetin korunumlu olmayan kuvvetlere
iliskin kism1 (ya da korunumlu olmayan kuvvetlerin ¢ koordinatina indirgenmis
esdegeri)

Q'(p) = M%JrFV?C =M —Frsino (x)

seklinde hesaplanir. (iv), (v), (ix) ve (x) sonuglarinin

3(@)-d+ 0@ 4"+ T = Q(@,4.) (xi)

genel hareket denkleminde yerine konulmasiyla, verilen makinanin hareket denklemi

2 sin (pCcos (p('p2

[mzigz +17 (% +mj +my sin? (p)}('{) + myr
+(%+m3)grc0scp+kr2 singcos® =M —Frsing (xi1)

ya da buradaki trigonometrik ¢arpimlarin agilip sonucun diizenlenmesiyle

2
1
{m(% +52) my + (1 COSZ@}@ +5sin209°

ma
2

+m3)%coscp+%sin(p+%ksin2(p=M2 (xiii)
T

+(

seklinde elde edilir.
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Problem 4.3.2

Sekilde krank-biyel
mekanizmasi esasli bir makina
gosterilmistir.  Makinada krank
e M  momentinin, piston F
F kuvvetinin etkisi altinda
X bulunduguna; krankin kiitlesim,,

, s 4
1 X R O ya gore eylemsizlik yarigapi

I o . . . . .
1p,; biyelin kiitlesi ms3, S3 ¢

Sekil Pr.4.3.2-1 gore eylemsizlik yarigap1 ig 35

pistonun kiitlesi ise my4 olarak bilindigine; pistonla silindir arasindaki siirtlinmenin c
katsayisina sahip bir viskoz siirtiinme olarak modellenmesi diisiiniildiigiine ve agirlik
kuvvetleri goz ard1 edildigine gére makinanin hareket denklemini elde ediniz.

Coziim: Bu problemin ¢dzlimiinii, uygun kabul ve yaklasikliklara bagvurarak,
adim adim gergeklestirelim.

Biyelin bir maddesel noktalar sistemine indirgenmesi: Krank-biyel mekanizmalarinin
‘ dinamiginin incelenmesinde (ki bu mekanizma icten
A S
3
h_:»(
T 3 hareket yapan biyele iliskin hesaplarda ortaya cikar.

yanmali motorlar, pistonlu pompa ve kompresorler gibi
| 'm
mAQg—d&TQ Bu zorlugu asmanin bir yolu, biyelin A, B ve S;
A B

\\:Jw

kacinilmaz olur) en biiylik zorluk, genel diizlemsel

bir ¢cok makinada kullanildig1 i¢in bu inceleme sik sik
| noktalarina yerlestirilecek ii¢ maddesel noktadan olusan

£ bir maddesel noktalar sistemine indirgenmesidir. Bu
Sekil Pr.4.3.2-2 indirgemede, kiitlelerin
2 2 2
1 1 1
__S3 . 3 _S3 N R i
mpa = fA-f 1’1’13 , mp = fo 1’1’13 R is =1 fA‘fB m3 (1)

seklinde hesaplanacagi bilinmektedir. Oysa biyeller genellikle,
Oplp =i (if)
S3

esitligi hi¢ degilse yaklasik olarak saglanacak bi¢cimde boyutlandirilirlar. Biz de bu
esitligin gecerli oldugunu kabul edelim. Bdylece mg, =0 olur ve biyel A ve B deki

mp ve m% kiitleli iki maddesel noktaya
indirgenebilir. Bu  indirgemenin
sonucunda makina; krank, A daki
m  maddesel noktas1 ve B deki

mpg = m% +my (1i1)

Sekil Pr.4.3.2-3 maddesel noktasindan ibaret kalmis olur.
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Kinematik yaklasikliklar:  Krank-biyel mekanizmasinda piston konumu x, esas
genellestirilmis koordinat olarak secilmesi uygun olan krank agist ¢ cinsinden kapali
formda elde edilebilir:

x(@) =rcos@+/ 1—(%)2 sinz(p (iv)
Burada
I
=t V)
denir ve kok altindaki terim binom serisine acilirsa
1
[1 — 2% sin? (pF =1- %kz sin’ o-— éﬁ sin* Q- %ﬁ sin® Q—:-- (vi)

elde edilir. Opysa biitiin krank-biyel mekanizmalarinda A <1 dir (igten yanmal
motorlarda A = 0.2). Buradan, yukaridaki binom serisinde yalnizca ilk iki terimi
almakla yapilacak hatanin biitiin pratik amaglar bakimindan kabul edilebilir
mertebede kalacagi anlasilir. Boyle yapilarak (iv) e doniiliirse

x(p) = rcos<p+£(l—%k2 sin? (p) (vii)
ya da buradaki sin® ¢ terimi agilarak
22 A
x(p)= /(11— T) +r(cos@ + % cos 20) (viii)

elde edilir. Pistonun hiz1 ve ivmesi i¢in de buradan tiirev alinarak

x(p) = —r(sine + %sin 20)p (ix)
ve

X(p) = —r(cos @+ Acos Z(p)('p2 —r(sinp+ %sin 20)® (x)
bulunur.
Hareket denkleminin elde edilmesi:  Bu hazirliklardan sonra, artik hareket

denkleminin elde edilmesine gegilebilir. Bu amagla ilkin makinanin genellestirilmis
eylemsizligi hesaplanirsa

2 ¢ Vi 0 :
\S=m21027+mA7+mBT (Xl)
¢ ¢ ¢
den
VA=1h, vg=X (xii)
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ile
3(p) = mziéz + mAr2 + mBr2 (sing + %sin 2(|))2 (xiii)

elde edilir. Buradan da merkezcil katsay1 kolayca
C(p) = mBr2 (sing + %sin 2p)(cos @ +Acos2¢) (xiv)

seklinde hesaplanir. Genellestirilmis kuvvet ise, pistona etkiyen viskoz siirtlinme
kuvvetinin de hesaba katilmasiyla

Qp) =ML+ (F-cx)% (xv)
¢ ¢

den (ix) dikkate alinarak

Q(p) =M —r|F +cr(sinp + %sin 2(p)(pksin(p + %sin 20) (xvi)
seklinde belirlenir. Artik makinanin hareket denklemi

- . .2 . ..

S(@-4+C(@)-q” = Q(q,q,1) (xvii)
genel denkleminde (xiii), (xiv) ve (xvi) nin yerine konulmasiyla

[ mziéz + mAr2 + mBr2 (singp+ %sin 2(p)2 ](p

+ mBr2 (sing + %sin 2p)(cos @+ Acos 2(p)('p2 (xviii)

=M- r[F +cr(sing + %sin 2(p)('pksin ¢+ %sin 20)
seklinde elde edilir. Istenirse bu sonug, acilip diizenlenerek

2 2
[ mziéz +rnAr2 +%mBr2(l+}“T+7LCOS(P_COSZ(P_}‘COS3(P_%COS4(P) Jo

+ %mBr2 (—Asin@ + 2sin2¢ + 3Asin 3¢ + 32 sin 4(p)('p2 (xix)

+ %cr2 (—Asin@ + 2sin 2¢ + 3Asin 3¢ + 32 sin 40)¢ + Fr(sinp + %sin 200=M

seklinde de yazilabilir. Bu denklem, piston hizinin (ix) daki yaklasik ifadesi
kullanilarak elde edildigi i¢in ancak yaklasik olarak gecerlidir. Bu yaklasiklikla
yetinilemeyen durumlarda piston hizi i¢in (iv) ten dogrudan dogruya hesaplanan

x(p) = —r{sin(p + X%}p (xx)
1-A°sin“ ¢

kesin ifadesi kullanilarak kesin hareket denkleminin de elde edilebilecegi agiktir.
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4.4 MAKINALARA ETKIiYEN ISLETME KUVVETLERI
44.1 GENEL

Bir makinanin dinamik davranisi incelenmek istendiginde, oncelikle, bu
makinaya etkiyen kuvvetlerden verilmis kuvvet sinifina girenler hakkinda bilgi
edinilmesi gerekir. Eger inceleme makinanin hareket denkleminin yazilmasin
gerektiriyorsa, genellestirilmis kuvvetin ifade edilebilmesi i¢in, bu kuvvetlerin kapali
formda ifade edilebilmesi de gerekli olur.

Makinalara etkiyebilecek kuvvetler iic ana baslhk altinda toplanabilir:
Korunumlu kuvvetler, stirtiinme kuvvetleri ve isletme kuvvetleri.

Bunlardan korunumlu kuvvetler, makina uzuvlarmin agirlik kuvvetlerini ve
kuvvet kapali eleman ¢ifti olusturmak, makinanin kararli bir denge konumuna sahip
olmasini saglamak gibi konstriiktif gerek¢elerle makinaya baglanmig yaylara ait yay
kuvvetlerini kapsar. Bu kuvvetler, korunumlu kuvvetlere iliskin genel bilgiler
cergevesinde kolayca hesaba katilabilecegi i¢in bunlardan 6zel olarak séz etmeye
gerek yoktur. Burada bu kuvvetlerin makinanin konumunun fonksiyonu olacaklarini
ve ¢evrimler halinde c¢alisan makinalarda -ki ¢ogu makina boyledir- her ¢evrimde
yapacaklari net isin sifir olacagini animsatmakla yetinelim.

Stirtiinme kuvvetleri ise makina uzuvlarinin birbirine gore hareket halinde
oldugu eleman ciftlerinde ortaya ¢ikan ve ¢ogunlukla ya kuru siirtiinme (Coulomb)
modeline ya da viskoz siirtiinme modeline uyan kuvvetlerdir. Bu ders ¢ercevesinde
makinalarin ideal sistemler olduklar1 varsayildigindan (Bkz. Bl. 2.4.2.3) Coulomb
yasasina uyan kuru siirtinme kuvvetleri hesaba katilmayacaktir. Esasen, uygulamada
hareketli makina kisimlar1 arasinda kuru siirtiinme olusumuna engel olunmaya
caligildig1 ve bu amagla yaglamaya bas vuruldugu animsanirsa bunun ¢ok biiyiik bir
eksiklik yaratmayacagi anlasilir. Yaglamali temas halinde ortaya ¢ikan siirtiinme
kuvvetleri ise, bilindigi gibi, viskoz siirtiinme modeline uyarlar. ilgili viskoz siirtiinme
katsayisinin belirlenmesi sorunu bir yana birakilirsa bu kuvvetler de genel bilgiler
cercevesinde kolayca hesaba katilabilecek kuvvetlerdir. Bu yiizden burada siirtiinme
kuvvetlerinden de 6zel olarak s6z etmeye gerek bulunmamaktadir.

Geriye igletme kuvvetleri kalir ki bu kuvvetler dogrudan dogruya makinalarin
goreviyle ilgili kuvvetlerdir. Yalnizca makinalara 6zgii kuvvetler olduklarindan genel
mekanik bilgileri ¢er¢evesinde yer almayan bu kuvvetlerden burada kisaca soz
edilmesi yerinde olacaktir. Isletme kuvvetleri ana baslig altina giren iki grup kuvvet
vardir. Bunlar ¢alistirma kuvvetleri ve is kuvvetleridir. Asagida isletme kuvvetleri, bu
gruplara karsilik gelen iki ana baglik altinda ele alinacaktir.

4.4.2 CALISTIRMA KUVVETLERI » MOTORLAR

Bilindigi gibi makinalar, kendileri de birer makina olan ve 6zel olarak gii¢
makinalart ya da kuvvet makinalari diye adlandirilan motorlar tarafindan
calistirilirlar.  Motorlarin makinalara uyguladiklar: kuvvetlere ¢alistirma kuvvetleri
denir.

74



Kuvvet makinalar1 ¢ok cesitlidir. Bu cesitlilik yeni buluslarla giderek
artmaktadir ve kuskusuz gelecekte de artacaktir. Buhar makinalari, buhar, su ve gaz
tiirbinleri, icten yanmali motorlar, dogru akim ve alternatif akim elektrik motorlari
mevcut cesitlerin baglicalaridir. Bunlardan, Newcomen® tarafindan kesfedilip Watt®
tarafindan miikemmellestirilen ve Stephenson® tarafindan lokomotiflere uygulanan
buhar makinasi, vaktinde sanayi devriminin itici giiciinii olusturan biiyiik bir bulug
olmakla birlikte bugiin artik devrini kapatmis durumdadir. Atalar1 olan yel ve su
degirmenlerinin miikemmel torunlar1 olan tiirbinler ise enerji santralleri ve ugaklar
gibi 0zel uygulama alanlar1 disinda pek kullanilmayan kuvvet makinalaridir. Bu
ylizden biz burada, makinacilikta en yaygin kullanim alanina sahip olan i¢ten yanmali
motorlarla elektrik motorlarma deginip bunlarin verecegi calistirma kuvvetlerinin
ozelliklerini gbzden gecirmekle yetinecegiz.

4.4.2.1 icten Yanmah Motorlar

Icten yanmali motorlar krank-biyel mekanizmasim esas alan kuvvet
makinalaridir. Bilindigi gibi bu motorlarin temel ¢alisma ilkesi, bir silindir igerisinde
olusturulan yanma ya da patlamalarla krank-biyel mekanizmasinin pistonunun
harekete gecirilmesi ve bu sekilde iiretilen giiciin kranktan donme hareketi ve moment
olarak alinmasidir. Igten yanmali motorlar, krankin her devrinde bir
yanma/patlamanin gerceklestigi 2 zamanli motorlar ve her iki devirde bir
yanma/patlamanin gerceklestigi 4 zamanli motorlar olarak ikiye ayrilirlar. Bir bagka
6nemli ayrim da, benzin motorlar: (ya da ateslemeli motorlar) ve Diesel’ motorlar:
(vya da piiskiirtmeli motorlar) ayrimidir. 2 zamanli motorlar, motorlu bisikletler,
kii¢iik su pompalar1 gibi gii¢ gereksinimi diisiik olan makinalarin ¢alistirilmasinda; 4
zamanli motorlar ise daha yiiksek gilic gereksinimine gerek duyulan yerlerde
kullanilirlar. Yine, agir tasitlar, lokomotifler, gemiler, biiyiik elektrik iiretecleri gibi
yliksek gii¢ gereksinimi olan makinalarin ¢alistirilmasinda Diesel motorlari; kiigiik ve
orta giic gereksinimi olan makinalarin ¢alistirilmasinda ise benzin motorlari yeglenir.
Igten yanmali motorlar arasinda en yaygin kullanilanlar, binek tagitlarinda yeglenen 4
zamanli benzin motorlaridir.

Sekil 4.4.1 de 4 zamanli bir benzin motorunun ¢aligma evreleri gosterilmistir.
Pistonun alt 6lii konum (AOK) ile iist 6lii konum (UOK) arasindaki s=2r yolunu her
katedisi -ki bu katedislere strok ad1 verilir- bir ¢alisma evresine karsilik gelir. Ilk evre
stkistrma  strogudur (Sek. 4.4.1-a). Bu evrede piston AOK’dan UOK’a kadar
ilerlerken benzin-hava karisimini sikigtirarak patlamaya hazir hale getirir. Piston
UOK’a yaklastiginda atesleme gerceklestirilir, patlama olur ve ikinci evre baslar.
Ikinci evre giic (ya da genisleme) strogudur (Sek. 4.4.1-b). Bu evrede silindir
igerisindeki basingl gazlarca itilen piston UOK’dan AOK’a kadar ilerler. Piston
AOK’a yaklastiginda bosaltma (egzos) supabi agilir ve iigiincii evre baslar. Ugiincii
evre bosaltma strogudur (Sek. 4.4.1-c). Bu evrede piston AOK’dan UOK ’a kadar

* Thomas Newcomen (1663-1729). Ingiliz mekanik¢i. Buhar giiciinii ilk kez hareket elde etmekte
kullanan Thomas Savery'nin (Ing., 1650-1715) fikrini gelistirerek 1705 yilinda ilk buhar makinasini
yapti.

3 James Watt (1736-1819). iskogyali mithendis. Newcomen'in buhar makinasmi 1767-1780 yillari
arasinda adim adim gelistirdi. Regiilatorii ve eylemsizlik garkini icat etti.

* George Stephenson (1781-1848). ingiliz mithendisi. 1814 yilinda ilk buharl lokomotifi yapt1.

> Rudolf Diesel (1858-1913). Alman miihendisi. 1897 de ilk Diesel motorunu yaptu.
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Bosaltma

(a) Sikigtirma (b) Giig (c) Bosaltma (d) Emme
Sekil 4.4.1 4 Zamanli1 Benzin Motorunun Calisma Evreleri

ilerleyerek yanmis gazlari disariya atar. Bu evrenin sonunda bosaltma supab1 kapanir,
emme supabi agilir ve dordiincii evre baglar. Dordiincti evre emme strogudur (Sek.
4.4.1-d). Bu evrede piston UOK’dan AOK a kadar ilerleyerek benzin-hava karisimini
silindirin i¢ine emer. Bu evrenin sonunda emme supabi kapanir ve ¢evrim
tamamlandig1 i¢in yeniden ilk evreye doniiliir.

4 zamanli Diesel motorlarinin c¢aligma evreleri de yukaridakine benzer
sekildedir. Su farkla ki Diesel motorlarinda emme strogunda emilen yakit-hava
karisimi degil yalnizca taze havadir. Yakit silindire, benzin motorlarinda ateslemenin
gerceklestigi asamada, piiskiirtiilerek verilir ve ortam basing ve sicakligi buna uygun
oldugu i¢in yanma ateslemesiz olarak kendiliginden olusur.

Simdi, bu diizende ¢alisan bir motorun, krank miline baglanacak bir makinaya
uygulayacagi ¢alistirma kuvvetinin (moment) belirlenmesi konusuna egilelim.

Kuskusuz bu kuvvetin ana kaynagi, silindir igerisindeki gazin pistona
uyguladigi P basincidir ve bu basing yukarida agiklanan evreler boyunca
degismektedir. Basincin bu degisimi her motorda birbirinden az ya da ¢ok farkl bir
gidis izler. Imal edilmis bir motorda basincin nasil degistigi, o motor icin deneysel
olarak belirlenen diyagramlar yardimiyla tanimlanir. Motorun en Onemli
karakteristigini olusturan ve endikator diyagrami adi verilen bu diyagramlar, krank
milinin belli ve sabit bir ® agisal hiziyla donmesi hali i¢in P basincinin, pistonun
silindir igerisinde hapsettigi V hacmiyle degisimini gosterirler. Sekil 4.4.2-a da 4
zamanli bir benzin motoruna, Sekil 4.4.2-b de ise 4 zamanli bir Diesel motoruna ait
endikator diyagramlar1 gosterilmistir. Bu diyagramlarda 1-2 aralifn sikistirma
stroguna, 2-3 araligi patlama/yanmanin olusumuna, 3-4 araligi gii¢ stroguna, 4-5
aralig1 bosaltma stroguna, 5-1 aralig1 ise emme stroguna karsilik gelmektedir.
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(a) Benzin Motoru Endikator Diyagrami (b) Diesel Motoru Endikatér Diyagrami

P=sbt
P=sbt

P atm

(c) Otto Cevrimi (d) Diesel Cevrimi (e) Seiliger Cevrimi
Sekil 4.4.2 Endikator Diyagramlar ve Ideal Cevrimler

Benzin ve Diesel motorlar i¢in, Sekil 4.4.2-a ve b de verilenlerin ideallestirilmis
kargiliklart olan kuramsal endikator diyagramlari da olusturulabilir.  Bdoyle fi¢
diyagram da Sekil 4.4.2-c, d ve e de gosterilmistir. Benzin motorlara iliskin
kuramsal diyagramdaki cevrim Otto® cevrimi ya da patlama ¢evrimi adm alir
(Sek.4.4.2-c). Diesel motorlarina iliskin olarak ise Diesel ¢evrimi ya da yanma
cevrimi (Sek. 4.4.2-d) ve Seiliger ¢cevrimi ya da karma ¢evrim (Sekil 4.4.2-¢) adinm
alan iki farkli model vardir. Giiniimiiz Diesel motorlar1 daha ¢ok Seiliger ¢evrimine
gore calismaktadir. Bu kuramsal ¢evrimler, benzin ve Diesel motorlarinin ¢alisma
ilkelerindeki baslica farki agikca ortaya koymaktadir: Benzin motorlarinda yanma,
pistonun hareket etmesine zaman tanimayan ani bir patlama seklinde olmakta ve sabit
hacimde bir basing sigcramasina yol agarak gergeklesmekte; Diesel motorlarinda ise
yanmanin ya tamami (Diesel ¢evrimi) ya da bir kismu (Seiliger ¢evrimi) bir siire¢
seklinde olmakta ve bu arada piston hareket edip hacim genisledigi halde yanma
basincin sabit kalmasini saglamaktadir. Bu kuramsal diyagramlarin goze carpan bir
baska 6zelligi de sikistirma ve genisleme evrelerindeki olaylar1 adyabatik kabul edip

PVK = sabit seklinde modellemeleridir.

Motora iligkin temel bazi bilgiler endikatdr diyagramindan kolayca elde
edilebilir. Ornegin, endikatér diyagramindaki ¢evrimin cergeveledigi alanin, gaz
kuvvetlerinin bir ¢gevrimde yaptigt W isinden baska bir sey olmadigina dikkat edilerek
ve bu ¢evrimin, o endikator diyagramina esas olusturan krank hizin1 géstermek tiizere,
4 zamanl bir motorda

% Nikolaus Otto (1832-1891). Alman miihendisi. 1863 te ilk benzin motorunu yapti.

77



T4 (4.4.1)

kadar siire alacag1 hesaba katilarak, motorun ortalama giicii, endikatdr diyagramindaki
¢evrimin alan1 yardimiyla

Gep = % = % (4.4.2)

seklinde hesaplanir. Buna motorun endike giicii denir. Endike giic yardimiyla da
kranka etkiyen, dolayisiyla da motora baglanacak bir makinaya iletilecek ortalama
endike dondiirme momenti

Moy =1 = W (4.4.3)

O 4r

seklinde hesaplanabilir. Sekil 4.4.2-a,b deki gibi gercek endikatdr diyagramlan ile
calisilirken {istteki ¢evrimin W' alaninin gazin piston iizerine, alttaki ¢evrimin W~
alaninin ise pistonun gaz lizerine yaptigi isi gosterdigi dikkate alinarak, yukaridaki
hesaplarda W=W"-W" net isi kullanilmalidir. (4.4.2) ve (4.4.3) te verilen endike
degerlerlerin, motordaki siirtiinme kayiplar1 dikkate alinmadan hesaplandiklar1 i¢in,
kendilerine karsilik gelen gercek degerlerden bir miktar biiyiik olduklarini belirtelim.

(4.4.3) bagintisi, krankinin sabit ® ag¢isal hiziyla donmesi halinde 4 zamanli,
icten yanmali bir motorun verecegi dondiirme (galistirma) momentinin ortalama
degerini vermektedir. Bu momentin an be an nasil degistiginin belirlenmesi biraz
daha zahmetli bir istir. Bunun i¢in ilkin, endikatér diyagramindan yararlanilarak,
pistona etkiyen F,,, gaz kuvvetinin ¢ krank konumuyla degisiminin belirlenmesi
gerekir. Bu amagcla endikatdr diyagramindaki V hacminin

Vx)=Vy+(r+/-x)-A (4.4.4)
seklinde x piston konumunun fonksiyonu olduguna, x piston konumunun ise

x(p) =rcoso+ /(1 —%Xz sin? 0)

seklinde ¢ krank agisinin fonksiyonu olduguna dikkat edilerek bu diyagramin bir P-
¢ diyagrami olarak goriilmesi (Sek. 4.4.3); buradan okunacak P(o) lerin (tek etkili
motorlarda) pistonun 6biir yiiziine etkiyen atmosfer basinciyla farkinin alinarak

Pet (@) = P(@) — Py (4.4.5)

seklindeki etkin basinca gegilmesi ve buradan pistona etkiyen net gaz kuvvetinin
Foaz (@) = Pet () - A (4.4.6)

seklinde hesaplanmas1 gerekir. Bu hesapta V, , piston UOK’da iken silindir hacmini,
A, piston yiizey alanin1 gostermektedir ve krank-biyel mekanizmasinin kinematigine
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Sekil 4.4.3 P-¢ Diyagrami

iligkin x(p) nin hesabinda Problem 4.3.2 de elde edilen yaklasik ifade kullanilmistir.
Sekil 4.4.4 te 4 zamanlh bir benzin motorunun bir silindirine ait Fy,,(¢) diyagrami

gosterilmistir.

Fgaz((p) nin belirlenmesinden sonra, krank miline etkiyen dondiirme

momentinin ifadesine gegilebilir. Bunun i¢in krank-biyel esaslt makinalarin Problem
4.3.2 de elde edilen hareket denklemi kullanilabilir. Bu amagla, simdiki problemde
F=—Fy,(¢), c=0, ¢ =w=sabit, ¢ =0 alnmas: gerektigine dikkat edilerek Pr.

4.4.5 teki (xviii) denklemine gidilirse,
M(o) = r[mBrco2 (cos@+ Acos2¢)— Foaz (@) |- (singp + %sin 20) (4.4.7)

elde edilir. Bu, Fgaz((p) nin etkisi altindaki makinada krank milinin ¢ = ® = sabit

hiziyla donmesi i¢in ona makinanin disindan uygulanmasi gereken momenttir. Olaya
tersinden bakilirsa, bu kosullar altinda krankin da disartya (4.4.7) dekinin ters
isaretlisi olan bir dondiirme momenti uygulayacagi anlasilir:

Fgaz
n
i\
\
\
\
\
\\
\\\ /
0 S~ —_
GUC BOSALTMA EMME SIKISTIRMA
0 180 360 540 720 O

Sekil 4.4.4 Gaz Kuvvetlerinin Krank Agisiyla Degisimi
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Emme

Sekil 4.4.5 4 Zamanli Bir Benzin Motorunda Tek Silindire Ait
Dondiirme Momenti Diyagrami

My(9) = r|Fga, (¢) - mBrm2 (cos@ +Acos2@)|- (singp + %sin 20) (4.4.8)

Burada, koseli parantez igerisindeki ikinci terimin, Oteleme hareketi yapan mp
kiitlesinin eylemsizlik etkisini yansittig1 ortadadir. (4.4.8) ifadesinin analitik olarak
yazilabilmesi i¢in Fyy, (o) icin Sekil 4.4.4 teki grafikten bir egri uydurma yontemiyle

analitik bir ifade elde edilmesi gerekir. Aksi takdirde (4.4.8) ancak nokta nokta
degerlendirilebilecektir. (4.4.8) deki dondiirme momentinin 4 zamanli motor i¢in iki
krank turu siiren bir ¢evrim igerisindeki ortalamasinin -(4.4.8) in dayandigi
yaklagikliklarin getirecegi fark disinda- (4.4.3) teki ortalama dondiirme momentini
verecegini belirtelim:

4n
Men = 5= [Mq(@)do (4.4.9)
0

Sekil 4.4.5 te 4 zamanl bir benzin motorunun bir silindirine ait dondiirme
momenti diyagrami, ortalama moment ve motorun calisma evreleri de isaretlenerek
gosterilmistir.  Bu diyagramdan, dondiirme momentinin ortalama deger etrafinda
biiyiik dalgalanmalar gosterdigi goriilmektedir. Bu noktada, bu kadar degisken bir
momentin etkisindeki krankin nasil olup da sabit ® agisal hiziyla donebildigi sorusu
akla gelebilir. Bu sorunun Boliim 7 de yanitini bulacagini belirtip devam edelim.

Cogu motorun tek bir silindire degil, birbiriyle 6zdes bir ¢ok silindire sahip
oldugu bilinmektedir. Sekil 4.4.5 te bir silindirine ait dondiirme momenti diyagran
verilen 4 zamanli benzin motorunun 4 silindirli oldugunu ve krank yildizinin farkl
krank kollar1 arasinda 180° lik agilar bulunacak sekilde tasarlandigimi diisiinelim
(Sek. 4.4.6 a,b). Ayrica silindirlerin atesleme sirasinin 1-3-4-2 oldugunu varsayalim.
Bu diizenlemenin degisik silindirlerin gii¢ stroklarinin birbirini izlemesine ve, Sekil
4.4.6 c deki strok diyagramindan gorildiigii gibi, tek silindir halindekine oranla ¢ok
daha dengeli bir gli¢ dagilimi saglanmasina olanak verecegi ortadadir. Bu durumda
motorun toplam dondiirme momenti diyagrami da Sekil 4.4.7 de ayr ayr1 gosterilen
dort 6zdes dondiirme momenti diyagrammin siiperpozisyonu (toplami) olarak, 180°
lik peryodla kendini yineleyen, daha az dalgali bir diyagram goériintimiinii alir.
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(a) Krank Yildiz1 (b) Yandan Gériiniis (¢) Strok Diyagrami

Sekil 4.4.6 4 Silindirli 4 Zamanli Motor

Icten yanmali motorlarin verecedi ¢alistirma kuvvetleri ile ilgili olarak su ana
kadar hep krankin belli ve sabit bir ® agisal hiziyla donmesi haline iliskin endikator
diyagramlarina dayali degerlendirmeler yaptik. Oysa farkli bir @ krank hizina
gecildiginde, endikator diyagrami da, buna bagli olarak yukaridaki sonuglarin tamanu
da degisecektir. Bu degisim hakkinda bir fikir vermek iizere Sekil 4.4.8 deki motor
performans egrileri diyagramini dikkate alalim. Bu diyagramdan goriildiigii gibi
icten yanmali motorlarda M ortalama dondiirme momenti de Ge, endike giicii de
motor devir sayisiyla degismektedir. Diyagramda bunlarin yanisira, yakit
harcamasinin ve siirtlinme yiiziinden kaybolan giiciin de devir sayisiyla degisimi
gosterilmistir. Buradan, igten yanmali motorlardan yiiksek performans alinabilmesi
icin onlarin belli hizlarda calistirilmalar1 gerektigi sonucunun ¢iktigina isaret ettikten
sonra bu boliimde, icten yanmali motorlarla ilgili elde edilen bilgileri toparlayalim.

Icten yanmali motorlarin verecegi calistirma momentleri, genel olarak ¢ = ®

hizinin ve ¢ konumunun fonksiyonudurlar. ¢ ile fonksiyonel iliski, k motorun kag
zamanli, kag silindirli olduguna, krank yildizinin sekli ve atesleme sirasina bagh bir
rasyonel say1 olmak tizere, 2kn peryoduyla peryodiktir. Bu sonucu

My = My(0,0) = M4 + 2kn, 0] (4.4.10)

seklinde not ederek bu boliimi kapatalim.
My

0° 180° 360° 540° 720°
\/W\A/ ./Y/ v W P

Sekil 4.4.7 Ornek Motorun Farkli Silindirlerine Ait
Dondiirme Momenti Diyagramlari
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Sekil 4.4.8 Motor Performans Egrileri

4.4.2.2 Elektrik Motorlari

Elektrik motorlari, stator ad1 verilen sabit bir kisim ile onun igerisinde dénen
ve rotor adi verilen bir kisimdan olusan ¢ok basit bir mekanizmaya sahip kuvvet
makinalaridir (Sek. 4.4.9). Tablo 4.1 de, elektrik motorlarinin bir siniflandirmasi
verilmistir. Bu tablodan goriilecegi gibi, farkli amaglarla kullanilmaya elverisli, farkli
bir ¢ok elektrik motoru tipi vardir. Bir is i¢in en uygun elektrik motorunun seg¢imi,
ciddi bilgi ve deneyim gerektirir. Tablo 4.1 de yer alan motor tipleri arasinda en
yaygin kullanilanlar, kafesli, asenkron, alternatif akim motorlaridir. Bu nedenle bu
boliimde, (Thomson’’un senkron alternatif akim motorunu icat etmesinden sonra)
Tesla® tarafindan icat edilmis olan bu tip motorlar ve bunlarin verecegi calistirma
momentleri izerinde durmakla yetinilecektir.

Asenkron motorlarin verdigi calistirma ya da dondiirme momentleri (My

diyelim), rotorlarinin ¢ = ® agisal hiziyla degisir. Bu nedenle bir asenkron motorun

Sekil 4.4.9 8 Kutuplu (p=4) Bir Elektrik Motoru

7 Elihu Thomson (1853-1937). ingiliz kokenli Amerika’li mithendis. Elektrik endiistrisinin
onciilerinden. Senkron alternatif akim motorunu (1879), elektrik direng kaynagini, tepkimeli motoru
(1888), elektrik sayacini vb. icat etti.

¥ Nikola Tesla (1857-1943). Hurvat elektrik miihendisi. Asenkron elektrik motorunun (1888) yan1 sira
¢ok fazli elektrik akimini ve yiiksek frekansli alternatorii (1891) icat etti.
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Tablo 4.1 Elektrik Motorlarinin Siniflandirilmasi

ELEKTRIK MOTORLARI

v

v

ALTERNATIF AKIM (AC) MOTORLARI

!

DOGRU AKIM (DC) MOTORLARI

3 Fazli

1 Fazhi

Yiiksek giig: 0-75.000 kW

Diisiik gii¢: 0-10 kW

verir.

Yiiksek ayarlanabilme yetenegi. Her hiza
ayarlanabilir. Her hizda istenen momenti

Endiistriyel makinalar

Ev, biiro makinalari,
kiigiik el aletleri

Robotlar, CNC tezgahlar, otomotiv, rayli
tasitlar, madencilik, petrol sondalari,
petrokimya, demir-gelik ve kagit endiistrisi.

(Endiiksiyon Motorlarr)

Rotor tasarimina gore tipler —
Ozel amagli asenkron motor tiirleri |

ASENKRON MOTORLAR

Kafesli Rotoru Sargil
Sabit moment-hiz | Ayarlanabilir moment-hiz
karakteristigi karakteristigi

Reliiktans Histerezis | Adim Motorlar:1 | Lineer Motorlar Universal Motorlar
Motorlar1 Motorlari
Sabit hiz Hassas Cizgisel hareket Disiik giic: 5-750 W
konumlanma Hem 1 fazli AC hem
DC ile ¢alisir
Kasetgalar vb., eszamanli | Disk siiriiciiler, Konveyor, hizli tren, Elektrik siipiirgeleri,

calisma gerektiren proses | yazicilar, ucak hizlandiric, kapr | kiigiik el aletleri,
hatlart robotlar. acma-kapama mutfak aletleri
SENKRON MOTORLAR

Yiiksek gii¢, sabit hiz.

Enerji santralleri, rafineriler, égiitiiciiler, biiyiik pompa, kompresor, fanlar

en Onemli taniticist bu degisimi gosteren My —® diyagramidir. Buna motorun

moment karakteristigi denir. Sekil 4.4.10-a da tipik bir moment karakteristigi drnegi
gosterilmistir. Motora iligkin temel baz1 bilgiler bu karakteristikten kolayca
cikartilabilir. Bunlar, motorun sifir hizda verecegi dondiirme momenti olan M,

kalkis momenti, motorun verecegi dondiirme momentinin sifira diistiigli hiz olan g

senkron hizi ve moment karakteristiginin ylkselisten dislise gectigi devrilme
noktasma karsihik gelen My, devrilme momenti ve ®ge, devrilme hizi dir.

Bunlardan My, motorun c¢alistirdii makinayr sifir hizdan ivmelendirme
yeteneginin bir Olciisiidiir. M, ne kadar biiylikse motor makinay1 o kadar kisa
sirede nominal ¢alisma hizina ulastirabilecektir. My, ile oy ise motordan elde

edilebilecek en biiyliik moment ile en yiiksek hizi; yani motorun performans sinirlarin
tanimlamaktadir. Ancak biitliin bu bilgiler sinir hallere iliskindir. Motor, asil, Sekil
4.4.10-a daki diyagramda N ile gosterilen noktadaki kosullarda g¢alismak iizere
tasarlanmistir.  Bu noktaya nominal c¢alisma noktasi, ona karsilik gelen My

momentine nominal moment (ya da anma momenti) ®y hizina ise nominal hiz (ya da
anma hizr) ad1 verilir. Asenkron motorlarin tanitim etiketlerinde oy nominal hizi ile
Gn nominal giicii tamtim bilgisi olarak yer alir (Bkz. Sekil 4.4.10-b). Buradan
nominal momentin de
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My
A / ® \
My, o MOTOMARK
3-MOTOR| TiP VM 80 CE
" D s1 [imBz [rss Jree €
kalk A V| [Hz| A | kw |coso| didak
Y 380 50 2.1 1075 |0.72 1370
My @ o o o 6 o
Seri No. IEC 34-1
©)
az sayist emens baglanti sekli nma
@F @kl bagl ki @A
‘ gerilimi @Anma frekansi ® Anma akimi ® Anma
Odey DN O ® cikis giici @Giig katsayisi ® Anma devir sayisi
®@Uluslararas: standart
(a) Motor Karakteristigi (b) Motor Tanitim Etiketi
DUTPUTS AND ELECTRIC DATA " \voltage (Gerilim) 380V
|Asynchronous Three-Phase Motors Fraquency (Frekans) 150 Hz
Int. Protection (Koruma Sinih) 1P 55
ISLETME DEGERLERI Insulation Class  (Yaliim Sinrf) F
g Fazlh Asenkron Motorlar Duty Type {igletme Tiirid) 151
Rated Values Starting Data Break
Anma Dederleri Kallis Degerieri | down | WWeight
Power 5 Current | Torque Torque 83
Type Output Voltage | Speed | Current Factor Efficiency | Torque Ratio Ratio Ratio
Tip Devrilme
Gilg Alm | Moment Aguriik
Anma Gleci | Gerilim Hiz Akim Eakthril Verim | Moment Cam Orani ME::—,TH A3
W | HP Vo Jrom aiak| A Cosp | m % | Mmo [ rkik s |mitcrmamdv M) kg
d poles ! 4 kutupiu
Wil 63 01z 16 380 1365 0.5 0.60 &0 a8 3o 2.3 2.4 4.5
[Tl 63 018 14 80 1345 0a 0.60 58 23 20 2.0 20
Wl 71 025 113 380 1350 0g 0.70 &0 3.2 20 21 0
[Tl 71 0ar 112 =80 1300 1.4 068 84 arT 24 256 &n
Tl B0 055 | 394 =80 1365 1.6 0.75 70 3.9 3.5 18 2.0 7
[Tl B0 075 1 =0 1370 2.1 0.72 73 .2 4.1 1.9 2.0 a8
Wil 205 1.1 1.5 80 1360 2.7 0.60 78 .7 4.6 22 2.3 11.3
[Tl 2OL 1.5 2 0 1380 37 0.60 al 103 4.8 25 2.7 133
T, A 1 e—=an bodann S ges—l a1 | g | =0 HTeean S
(c) Motor Katalogu
Sekil 4.4.10 Asenkron Elektrik Motoru
G
My = 2N (4.4.11)
ON

seklinde hesaplanabilecegine dikkat edilirse, N noktasinin her motorda bir etiket
bilgisi olarak tanimli oldugu anlagilir. Ote yandan, o senkron hizi da sebeke frekansi
f ve motordaki kutup ¢ifti sayisi p cinsinden, kolayca

o, = 21f (4.4.12)
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seklinde hesaplanabilir. Burada Tiirkiye'de sebeke frekansinin =50 Hz oldugunun ve
motorda toplam 2p kutup varsa kutup cifti sayisinin p olacagimin dikkate alinmasi
yeterlidir.

Simdi bir asenkron motorun verecegi ve hiza bagli oldugunu gordiigiimiiz
dondiirme momentinin My = My(w) seklinde ifade edilmesi olanaklar1 iizerinde

duralim. Elde motorun moment karakteristii varsa, bir egri uydurma yontemiyle
boyle bir ifade elde edilebilir ise de bu karakteristige ulagmak her zaman olanakl
degildir. Bu gibi durumlarda karakteristigin N noktasi civarindaki gidisinin yaklasik
olarak dogrusal olduguna dikkat edilerek (ki ¢ogu motorda bu bdyledir) yalnizca bu
civarda ve yaklasik olarak gecerli olmak iizere karakteristi§in yerine NS dogrusu
alinabilir. Bunun i¢in motorun etiket bilgisinden ve (4.4.11,12) bagmtilarindan
yararlanarak belirlenen wy, My ve o degerleri yeterli olur:

= .MN:(wsoMN)_( M ).m (4.4.13)

WOg—ON Wg —ON Wg—ON

My(w) =

Ote yandan, karakteristigi Sekil 4.4.10-a daki gibi olan motorlarin moment
karakteristiginin biitiiniinde gegerli olan ve yaygin olarak kullanilan bir bagka yaklagik
ifade de, karakteristigin devrilme noktasina iliskin verileri kullanan

2Mgey
g —® i Wg —Odevy

Mg(w) = (4.4.14)

®g ~Odev g~

ifadesidir. Bu ifadeden yola ¢ikilarak, biri kalkis noktasi civarinda, biri nominal
caligsma noktasi civarinda gegerli olan daha basit iki ifade de tiiretilebilir. Bu amacla,
kalkis noktasi civarinda ©g —®ge, < ®g —® olacagma gore (4.4.14) iin paydasindaki

ikinci terim birincinin yaninda ihmal edilirse, bu bolgede gecerli olan

M4 (®) = 2M gey Os~Odev (4.4.15)
0g—0
ifadesi; nominal ¢alisma noktast civarinda ise, bu bolgede o4 — 0oy > 5 —®
olacagindan, bu kez de birinci terim ikincinin yaninda ihmal edilerek

Mg (@) = 2M goy == (4.4.16)

s ~Odev

ifadesi elde edilir. Dikkat edilirse bu son ifade, tipki (4.4.13) ifadesinde oldugu gibi,
karakteristigin anilan bolgedeki gidisini bir dogru ile temsil etmektedir.

Biitiin asenkron elektrik motorlarinin karakteristikleri Sekil 4.4.10-a daki goriinlimde
degildir. Farkli bir tip olarak, karakteristigi Sekil 4.4.11 deki D egrisi goriiniimiinde
olan ve M,k = Myey Ozelligine sahip olan motorlar géz dniine alinirsa, bunlardaki

moment-hiz iligkisinin de, yaklagik olarak
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2.5

Sekil 4.4.11 Asenkron Motor Karakteristigi Tipleri

My(o) = Mkalk|:1 - (mﬁﬂ (4.4.17)

paraboliiyle temsil edilebilecegi kolayca goriilebilir.

Yukarida, asenkron motorlarda My, kalkis momentinin biiyiikligiiniin,

calistirilan makinanin nominal hiza ne kadar ¢abuk ulasacaginin bir 6l¢iisii oldugunu
belirtmistik. Bu husus, bir makinaya motor segerken, motorun nominal degerlerinin
yani sira dikkate alinmasi gereken onemli bir Olciit olusturur. Genel olarak, diisiik
eylemsizlige sahip olan, kesintisiz ¢alisan ve kalkis1 tam yiikle yapmayan makinalarda
diisiik M, kalkis momentine sahip motorlar; bunun tersi, yani biiylik eylemsizlige

sahip olan, sik sik durdurulup calistirilan ve tam yiikle kalkis yapan makinalarda ise
yiksek Mj ) kalkis momentine sahip motorlar yeglenmelidir. Ayrica, kendi

M.k kalkis momentine esit ya da ondan bilyiik bir yiik altinda kalkisa zorlanmasi

3

halinde motorun “yanacagi” da unutulmamalidir. Bir motorda kalkis momentinin
yliksekligi, bu momentin nominal momente % seklindeki oraniyla tanimlanir.
N

Her motor icin bu oran, etiket bilgisi olarak degilse de katalog bilgisi olarak
verilmistir (Bkz. Sekil 4.4.10-c). Sekil 4.4.11 de farkli kalkis momenti oranina sahip
asenkron motorlara iligkin farkli moment karakteristikleri gdsterilmistir. Bunlardan B
tipi karakteristige sahip motorlar vantilatdr, aspirator, merkezka¢c pompa, gibi
makinalarda ve takim tezgahlarinda; C tipi karakteristige sahip motorlar, pistonlu
pompa, kompresor, titresimli elek gibi makinalarda; D tipi karakteristige sahip
motorlar, zimba, giyotin, mekanik pres gibi eylemsizlik ¢arkina sahip makinalarla
konveyor, asansdr, ving gibi makinalarda kullanilirlar. Bunlar arasinda en yaygin
kullanilanlar B tipi karakteristige sahip olan motorlardir. B tipi karakteristige sahip
motorlara benzemekle birlikte onlardan devrilme momentinin yiiksekligi ile ayrilan A
tipi karakteristige sahip motorlar ise ender olarak kullanilirlar.
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Burada, ekstriizyon presi gibi bazi makinalarin 6zel imal edilmis motorlar
gerektirebilecegini ve bazi motorlarda kalkista devreye girerek yiiksek kalkis
momenti sagladiktan sonra devreden ¢ikan 6zel diizenlerin de bulundugunu belirtelim
fakat bu dersin ¢ergevesini asan bu konularda daha fazla ayrintrya girmeyelim.

4.4.3 IS KUVVETLERI

Makinalarin kendilerine karsi is yapmak tizere tasarlandigi kuvvetlere yararl
direng kuvvetleri, bunlarin ters isaretlisine; yani isi gergeklestirmek icin makinanin
ortama uyguladigi kuvvetlere ise is kuvvetleri denir.

Buna gore yararli diren¢ kuvvetlerine ve is kuvvetlerine karsilik gelen
genellestirilmis kuvvet bilesenleri, sirasiyla, Q; ve Qy, ile gosterilirse, bunlar arasinda

Qw =-Q; (4.4.18)

iligkisi vardir. Diren¢ kuvvetleri makinanin hareketine karst koyan kuvvetler
olduklarindan genellikle negatif, buna bagh olarak is kuvvetleri de genellikle pozitif
isaretli kuvvetlerdir.

Bir makinada is kuvvetleri ¢ogu kez ancak makinanin bir prototipi iiretilip
gercek calisma ortaminda denendiginde kesin olarak belirli hale gelir. Ne var ki bu
kuvvetler bir makina i¢in en 6nemli tasarim girdilerinden birini olusturdugundan bu
bilgiye tasarim asamasindayken gerek duyulur. Is kuvvetlerinin 6nceden
kestirilmesinde, eger boyle yasalar varsa, diren¢ kuvvetlerini veren o6zel kuvvet
yasalarindan ve daha Once benzer goérev ig¢in iiretilmis makinalardan edinilen
deneyimden yararlanilir.

Is kuvvetlerinin belirlenmesi problemi, her makinada ayr1 ayri ele alinmasi
gereken bir problemdir. Bu nedenle burada bir ka¢ 6rnekten kisaca s6z edip konuya
iligkin genel bilgi vermekle yetinecegiz.

Is kuvvetlerinin kestirilmesi en kolay olan makinalar kaldirma makinalar: dur.
Bu makinalarda kaldirilacak yiik hakkinda karar verilir verilmez yararl diren¢ kuvveti
bu yikiin agirligi olarak hemen belirli hale gelir. Bu sabit bir kuvvettir. Ancak
buradan is kuvvetinin makinanin q esas genellestirilmis koordinatina indirgenmis
esdegerine gecilmesiyle elde edilecek genellestirilmis is kuvveti, makinanin yapisina
bagl olarak bazen q konumunun fonksiyonu olabilir (Bkz. Problem 4.2.2-3). Bdoylece
kaldirma makinalarinda en genel halde Q, = Q,,(q) olacag: sdylenebilir. Kaldirma

makinalarina iligkin dinamik hesaplarda dikkat edilmesi gereken bir husus, yiikiin
kiitlesinin de makinanin genellestirilmis kiitlesi i¢erisinde hesaba katilmasi geregidir.

Is kuvvetlerinin kestirilmesinin géreli olarak kolay oldugu bir makina grubu

da pistonlu pompalar dir. Pistonlu pompalar, tipki i¢ten yanmali motorlar gibi krank-
biyel mekanizmasini esas alan ve onlarla benzer fakat zit caligma ilkelerine sahip olan
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Sekil 4.4.12 Kuramsal Pistonlu Pompa Cevrimleri

makinalardir.  Pistonlu pompalarda krankin her devrinde bir basma gerceklesir.
Calisma diizeni su evreleri igerir: Piston AOK’dan UOK’a dogru harekete gectiginde
silindir icerisindeki maddeyi sikistirmaya baslar. Basing basma supabinin agilmasina
yetecek P, degerine ulasinca bu supap acilir, basma baslar ve bu, piston UOK’a
ulasincaya kadar siirer. Piston UOK’a ulasip geri doniince genisleme baslar, basing P,
nin altina diiser, basma supabi kapanir. Pistonun UOK’dan AOK’a hereketi sirasinda
basing emme supabiin agilmasina yetecek P; degerinin altina diisiince bu supap
acilir, emme baslar ve piston AOK’a ulasincaya kadar devam eder. Piston buraya
ulasip geri dondiigiinde basing P; in iistiine ¢ikar, emme supabi kapanir, birinci
cevrim tamamlanmis olur ve her sey yeniden baslar. Pistonlu pompalarda is
kuvvetleri, kendilerine ait P-V ¢evrimlerinden yola ¢ikilarak belirlenebilir. Bu is i¢in
kuramsal ¢evrimlerin kullanilmasiyla is kuvvetlerinin kuramsal olarak ongoriilmeleri
de miimkiin olur. Bu c¢evrimlerdeki P; emme ve P, basma basinglari pompadan
beklenen gorevle ilgili olarak tasarimci1 tarafindan belirlenecek tasarim
biiyiikliikleridir ve degerleri bellidir. P-V diyagramlarinin genisleme ve sikistirmaya
iliskin kisimlarina gelince, bunlar sivi ve gaz pompalarinda farkli gériiniimler alirlar.
Su ve diger sivi pompalarinda, sivilar pratikte sikistirlamaz akigkanlar  kabul
edilebileceginden, genisleme ve sikistirma evrelerinin sabit hacimde gerceklestigi
diisiiniiliir (Sek. 4.4.12-a). Hava ve diger gaz pompalarinda ise genisleme ve
sikistirmanin adyabatik oldugunun disiiniilmesi ve diyagramin bu bolgelerindeki
gidisin, k ilgili gazin sabit hacim ve sabit basingtaki 6zgiil 1silar oran1 olmak iizere

(Hava icin k=1.4) PV¥ = Sabit egrisi seklinde oldugunun kabul edilmesi uygundur
(Sek. 4.4.12-b). Biitiin bunlara ek olarak diyagramlarin eninin de s=2r krank-biyel
mekanizmasinin strokunu, A ise silindir kesit alanini gostermek tizere Vs = SA ile

belirli oldugu disiiniiliirse herhangi bir pistonlu pompanin kuramsal P-V ¢evriminin
kolayca elde edilebilecegi anlasilir. Cevrim elde edildikten sonra pompa is kuvveti,
tipki igten yanmali motorlarda oldugu gibi F, =Fy(¢) seklinde belirlenebilir.

Buradan da genellestirilmis is kuvveti, krank-biyel mekanizmasinin (yaklasik)
kinematigine iliskin bilgiler animsanarak

Qw (@) =My (9) = Ey(¢) % = Fyy () -1+ (sing + % sin2¢) (4.4.19)

seklinde hesaplanabilir.
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Sekil 4.4.13 Pervaneli Pompa Karakteristigi

Ote yandan, pervaneli ve merkezka¢ pompalarda is kuvveti (momenti), Sekil 4.4.13
de verilen 6rnek pompa karakteristiginden de goriildiigii gibi, pompa milinin ¢ = ®
acisal hiziyla parabolik olarak degisir ve

Q, (=M, (0)=a+bl®—c)’ (4.4.20)

seklinde modellenebilir. Buradaki a, b ve c katsayilari, My ve ox pompanin nominal

calismasindaki moment ve hiz degerlerini gostermek {izere a~0.10My, bZI.OOﬁ ,
()
N
c~0.10wy olarak alinabilir. Bunlardan a ile ¢’nin, mil yataklarindaki siirtiinmenin
modellenmesini amagladigini belirtelim.

Diistik hizlarda donen ve kivamli maddeleri karistiran karistiricilarda ise is
momenti karigtirict milinin ¢ = o agisal hiziyla orantili olarak artar ve

Quw(@=My(0)=c+d-o (4.4.21)

seklinde modellenebilir. Buradaki ¢ ve d katsayilar1 benzer makinalara iligkin
verilerden ¢ikartilabilir.

Burada son bir 6rnek olarak, Sekil 4.4.14-a daki zimba makinas: na iliskin is
kuvvetinden s6z edelim. Makinanin bir zimbalama islemi yapabilmesi i¢in 2
numarali kolun bir tam tur atmasi gerekmekle birlikte, is kuvveti biitin bu tur

boyunca degil; zzmbalamanin gercgeklestigi aralik olan Ax = x, —x; aralifinda etkir.

Bu, bilinen bir biiytikliiktiir. Bir zimbalama i¢in harcanmasi gereken AW enerjisi ise
kuramsal olarak, ya da benzer makinalardan ¢ikartilabilir.  Bu iki bilgiden
yararlanilarak, is kuvvetinin B noktasinin x konumu ile degisimine iligkin bir model
gelistirilebilir.  Ornegin, is kuvvetinin x; —x, aralifinda bir yar1 siniis dalgas

PR

seklinde degistigi varsayilip F (x) =K, sinﬁ(x —X1) yazilirsa, sozii edilen aralikta

bu egrinin altinda kalan alanin AW enerjisine esit olmasi geregi K, = gAT‘: verir ve is

kuvveti i¢in
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Sekil 4.4.14 Zimba Makinasinda Is Kuvveti

Fy(x)=0 o X<X; ve x> X 1se
(4.4.22)

Fw(x):gAT‘:-sinA—’;(x—xl) ;o X 1Sx<Xx,ise

elde edilir (Sek. 4.4.14-b). Buradan da, istenirse, mekanizmanin kinematik
coziimlemesinden elde edilecek veriler yardimiyla genellestirilmis is kuvvetinin
ifadesine gegilebilir.

4.5 MAKINA HAREKETININ EVRELERI

4.5.1 GENEL

Bolim 4.4 {in iceriginden, bir makinaya etkiyen toplam genellestirilmis
kuvvetin, Q¢ ¢alistirma kuvvetleri, Qx korunumlu kuvvetleri, Qs siirtiinme kuvvetleri
ve Qy is kuvvetlerinin toplami olarak

Q(9,4;t) = Q¢ (q,G;t) + Qi (q) ~ Qs(q,9) ~ Quw (9, G51) (4.5.1)

seklinde yazilabilecegi bilinmektedir. Burada Q, (4.4.18) deki tanimindan da
animsanacag1 gibi, makinaya etkiyen negatif diren¢ kuvvetini degil makinanin bunu
yenmek icin uyguladigit pozitif kuvveti gostermektedir. Sirtiinme kuvvetlerinin
hesaba katilmasinda da benzer bir fikir uygulanmis, makinaya etkiyen negatif
stirtinme kuvvetleri yerine makinanin bunlar1 yenmek ic¢in uygulamasi gereken
pozitif Qg kuvveti kullanilmistir. Yani buradaki Qg , makinaya etkiyen siirtlinme
kuvvetlerinin ters isaretlisidir. Gosterilimde kullanilan bu tercihler, makina hareketini
destekleyen kuvvetlerle ona karst koyan kuvvetlerin kolayca ayirdedilmesini
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saglayarak kavrayisi, ve ileride goriilecegi gibi hesab1 kolaylastirmak amacina
yoneliktir.

Bir makinanin hareketi, biiyiik 0Olgiide, {izerine etkiyen genellestirilmis
kuvvetin niteligine baglidir. Bu bakimdan {i¢ farkli durum ayirdedilir: i)
Genellestirilmis kuvvet Q =Q(q) seklinde yalnizca q konumunun fonksiyonu

olabilir. ii) Genellestirilmis kuvvet Q = Q(q,q) seklinde yalnizca q konumunun ve q

hizinin fonksiyonu olabilir. Bu iki durumda kuvvet t zamanindan bagimsiz
oldugundan, makina -eger ayn1 zamanda skleronomik ise- zamandan bagimsiz
(otonom) bir sistem olusturur. iii) Genellestirilmis kuvvet Q = Q(q,q;t) seklinde q

konumunun ve q hizinin yanisira t zamanimin da fonksiyonu olabilir. Bu durumda
makina zamana bagl (heteronom) bir sistem olusturur.

Robotlar, CNC tezgahlar gibi bilgisayar kontrollii servomotorlarca ¢alistirilan
makinalar; is makinalari, motorlu tagitlar gibi bir operatdr kontroliindeki makinalar ve
yuriir merdivenler, taslama tezgahlar1 gibi zamanla degisebilen yilik altindaki
makinalar esas olarak heteronom sistemler olustururlar. Heteronom makinalarda
caligma diizeni hareket sirasinda siirekli degisim gosterebileceginden, bu makinalar
icin genel bir calisma diizeninden s6z edilemez. Buna karsilik pompalar,
kompresorler, jeneratorler, dokuma tezgahlari, matbaa makinalar1 vb. gibi bir kez
caligtirildiktan sonra durdurulana kadar hep aymi isi yapan makinalar otonom
sistemler olustururlar. Otonom makinalar yol alma, stasyoner hareket (rejim hali) ve
durma evrelerinden olusan ii¢ evreli bir diizen icerisinde calisirlar. Asagida otonom
makinalarin ¢aligma evreleri gézden gecirilecektir.

Yol alma (va da yol verme) evresi, bir makinanin duragan halden baslayip,
diizenli ¢alisma hizina ulasana kadar hiz kazandig1 evredir. Bu evrede makinaya
etkiyen genellestirilmis kuvvet pozitif is yapmakta ve makinanin kinetik enerjisi
stirekli artmaktadir. Stasyoner hareket evresi makinanin ya sabit hizda, ya da sabit bir
ortalama hiz civarindaki kii¢ilk hiz dalgalanmalariyla g¢alisarak goérevini yaptigi
evredir. Bu evrede makinaya etkiyen genellestirilmis kuvvet baz1 donemlerde pozitif,
bazi donemlerde negatif is yapabilir. Ancak bunlar toplamda birbirini gotiirmekte ve
sisteme giren enerji ile c¢ikan enerji arasinda rejim hali de denilen bir denge
bulunmaktadir. Durma evresi ise makinanin diizenli calisma hizindan baglayip
giderek yavasladigi ve sonunda durdugu evredir. Bu evrede makinaya etkiyen
genellestirilmis kuvvet negatif is yapmakta ve makinanin kinetik enerjisi giderek
azalmaktadir.

4.5.2 BAZI ORNEK MAKINALARIN CALISMA EVRELERI

Bu boliimde bazi basit makinalar gbz Oniine alinip, bunlarin hareket evreleri
hareket denklemleri yardimiyla incelenecektir.

4.5.2.1 Yalmz Hiza Bagh Genellestirilmis Kuvvet Hali: Q = Q(q)

Ilk 6rnek olarak, elektrik motoruyla calistirilan bir pervaneli pompayr goz
oniine alalim (Sek. 4.5.1) ve motor karakteristiginin (4.4.17) deki gibi

91



pompa motor

= I @a_ __ﬂ___
, e

Sekil 4.5.1 Motor - Pompa Sistemi

2
Md((D) = Mk|:1 - ((Dﬂj :l (4.5.2)
seklinde, pompa karakteristiginin ise -c=0 ile- (4.4.20) deki gibi
2
My, (@) = My 0.1+ 0.9-((0&) (4.5.3)
N

seklinde oldugunu varsayalim. Bu makinanin (4.3.14) teki

2
1302+ 0@ (@) = Qg(@.6.0 - Qy (@40 (454)

hareket denklemi yazilmak istenirse, bu makinada 6zel olarak
3(q) = [ =sabit ,C(q) =0 oldugu dikkate alimir, qg=¢, q = denilir ve (4.5.2,3)
esitlikleri (4.5.4) te yerine konulursa hareket denklemi

do® | 2| Mg My |2 2 _

seklinde elde edilir. Buradaki I, pompa ve motora ait donen kisimlarin toplam
eylemsizlik momentini gostermektedir ve motorla pompa arasinda bir rediiktor
bulunmadig1 varsayilmistir. o igin birinci mertebeden, sabit katsayili, sag tarafli bir
diferansiyel denklem olan (4.5.5) denklemi kolayca ¢oziilebilir ve makinanin hareketi
bu ¢6ziim yardimiyla incelenebilir. Homojen ve 6zel ¢éziimlerin toplami seklindeki
bu ¢oziim, Cy baslangi¢ kosullari cinsinden belirlenecek bir sabit olmak tizere

mz«p):Mmmexp[_%(hﬂ_;m.g&;)@} @56
{MkaN] s ON
0?0

seklindedir. Simdi ilkin makinanin yol alma evresinde olacaklar1 gérmek {izere
siikunetten baslayan bir harekete iliskin, 6rnegin ¢(0)=0, »(0)=0 seklinde baslangi¢
kosullar1 g6z oniine alinir ve Cy buna gore belirlenirse (4.5.6) dan
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o(e) = [M](()'IMN.{IGXP[%(M;—FOSI\/IZI\IJ.(P:H (457)

M M

MK 1 0.92N
2 2

o3 oy

elde edilir. (4.5.7) ifadesi bu makinanin yol alma evresinde nasil davrandigini acikca
ortaya koymaktadir. Hiz, =0 iken sifirdan baslayip ¢ —oo iken asimptotik olarak

_ M, -0.1IM
® = 00N k N (4.5.8)
; 2 M, +0.902M
oMy +0.J0s My

degerine yakinsamaktadir. (4.5.2) ifadesindeki My c¢alistirma momenti ile (4.5.3)
ifadesindeki My, i3 momentinin esitlendigi hiz oldugu hemen goriilen bu hiz (Sek.
4.5.2-a) makinanin rejim hizidir. (4.5.8) esitliginin ortaya koydugu bir 6zellik olarak,
bir rejim halinin olusabilmesi i¢in M>0.1My kosulunun saglanmasi gerektigine,
bunun da ilk hareketin olusabilmesi i¢in sifir hizdaki motor momentinin ayni hizdaki
diren¢ momentini yenmesi kosulundan bagka bir sey olmadigina isaret edelim.

Simdi de makinanin durma hareketi incelenmek istensin. Makina
durdurulmak istendiginde motor kapatilmis ve c¢alistirma momenti devreden
cikartilmis olacaktir. Buna gore durma evresinde hareket, (4.5.6) dan M=0 ile

2
0*(9) ==+ Cg ~exp{—%[0-9M—Zij} (4.5.9)

0N

seklindedir. Motorun kapatilma aninda =4, ®=o oldugu kabul edilir ve Cy bu
baslangi¢ kosullarini saglayacak bigimde hesaplanirsa

2 2
o) = \/—mTN+(62 +(DTN]'CXP(— 1.181\/£N '((P_(Pd)j (4.5.10)

ON

elde edilir. Buna gore durma evresinde hiz, sifira diisiinceye kadar iistel olarak
azalacaktir.

250 150
My Yol Alma : Stasyoner Hareket : Durma :
200 :
I i i
! | :
M (@) 150 = 0 i
9 !
£ !
100 = I
50 i
i
o s = J5 S LY = J5 o =
0 25 350 73 100 125 1530 175 0 10 200 300 400 300
@) “ (b) ¢ [rad]

Sekil 4.5.2 (a) Rejim Olusma Noktasi, (b) Hareketin Evreleri
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Sekil 4.5.2-b de bu makinanin, My=200 Nm, ®=50n rad/s, MN=100 Nm,
ox=100 rad/s, 1=0.8 kgm’, @s=300 rad sayisal degerleri kullanilarak, (4.5.7) ve
(4.5.10) yardimiyla ¢izdirilmis ©—¢ diyagrami goriilmektedir.  Diyagramda,
makinanin yol alma, stasyoner hareket ve durma evreleri isaretlenmistir. Bu
diyagramdan, hareketi incelenen makinanin dinamik davraniginin bazi temel
Ozellikleri hemen fark edilmektedir. Dikkati c¢eken ilk 06zellik makinanin
kendiliginden bir rejim haline yerlesmesidir. Her makinada bulunmadigini az sonra
gorecegimiz bu Ozellik, lizerlerine etkiyen genellestirilmis kuvvet hizin fonksiyonu
olan makinalara 0zgli bir Ozelliktir.  Dikkat c¢eken ve yine her makinada
bulunmadigini az sonra gérecegimiz ikinci bir 6zellik de, hareketin hi¢ bir evresinde
ve bu arada stasyoner hareket evresinde hizin bir dalgalanma gostermemesidir. Bu
ozellik de, ne J genellestirilmis eylemsizligi ne de Q genellestirilmis kuvveti
konumun fonksiyonu olan, yani davraniglar1 tamamen konumdan bagimsiz olan
makinalara 6zgii bir 6zelliktir.

5.5.2.2 Konuma ve Hiza Bagh Genellestirilmis Kuvvet Hali: Q = Q(q,q)

Ikinci bir érnek olarak karakteristigi yine (4.5.2) deki gibi olan bir elektrik
motorunun calistirdig1 bir taslama makinasin1 géz oniine alalim (Sek. 4.5.3). Tasin,
sabit olduklarinm1 varsayacagimiz F ve R taglama kuvvetlerinin etkisi altinda oldugunu
ve tas-mil baglantisinda ¢ok kiiciik bir e merkez kagikligi bulundugunu diisiinelim.
Sekil yardimiyla is kuvveti

My, =Fecosq)+R(r+esin(p) (4.5.11)
seklinde belirlendikten sonra (4.5.2) ve (4.5.11) ile (4.5.4) hareket denklemine
gidilirse, 3(q) = [ =sabit > C(q) =0, q=¢, 4 = o ile

do?  2Mg 2 2(Mg-Rr) 2e )
do + 2 0 = I I (Fcoscp+Rs1n(p) (4.5.12)

elde edilir. Bu diferansiyel denklem de kolayca ¢oziilebilir. Bu ¢éziim, C, baslangi¢
kosullar1 cinsinden belirlenecek bir sabit olmak {izere

Sekil 4.5.3 Motor - Tas Sistemi
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2 2 2M
o <<p>=(1—§4—-;)ws +C06XP(——§'<PJ

26033

2 4 2 [(I(DER - 2MkF)coscp - (IoagF + 2MkR)sin (p] (4.5.13)
I“og +4Mk

seklindedir. Simdi makinanin yol alma evresinde olacaklar1 gérmek iizere baslangi¢
kosullar1 ¢(0)=0, ®(0)=0 olarak alinir ve Cy buna gore belirlenirse

2
. 2em, 2 Rr 2 2My
o(p) = 1—£)-co2+ —S(ZM F-lo R)—[l——j-(o exp|l —— -
((P) \/( Mk S 12®g+4Mﬁ k S Mk S p I~0)§ (P
Zemg
g +4M}

[(I(DSR - 2MkF)cosq) - (I(DSZF + 2MkR)sin (p] (4.5.14)

elde edilir. (4.5.14) ifadesi bu makinanin yol alma evresinde nasil davrandiginm
acikca ortaya koymaktadir. Hiz, ¢=0 iken sifirdan baslayip ¢ —oo iken asimptotik
olarak

2
o(e) = \/(1 - 15[—;) . wg + _Zeos [(Ing - 2MkF)COS(p - (I(ogF + 2MkR)sin (p]

Pog +4M7
(4.5.15)
diizenine yerlesmektedir. Bunun ise
o= ll1-Rr|.
o= ( Mkj 0O (4.5.16)

ortalama degeri civarinda dalgalanan bir hiz degisimini gosterdigi ortadadir.
Simdi de durma evresinde olacaklar1 gérmek isteyelim. Bu evrede motor

kapatilmis olacagindan, hareket denklemi (4.5.12) den motor momentine iligkin
terimlerin sifir alinmasiyla

do® _ 2Rr 2 -
(;D—(p:—Tr—Te(Fcoscp+Rsm(p) (4.5.17)

seklinde yazilabilir. Coziimii ise

coz((p):CO—%-@—%(Fsin(p—Rcoscp) (4.5.18)

seklindedir. Motorun kapatildig1 anda @=¢q4, ®=wmq oldugu kabul edilir ve Cy buna
gore hesaplanirsa, durma evresindeki harekette hizin
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Sekil 4.5.4 Hareketin Evreleri

o(@) = |03 — 2K (p— g ) 2[F(sin g —sin gg)~ R (cos9 —cos oy )]
(4.5.19)

seklinde degisecegi anlasilir. Buna gore hiz ®q degerinden sifir olana kadar,
dalgalanarak azalacaktir.

Bu makinanin hareketiyle ilgili olarak burada elde edilen sonuglar Sekil 4.5.4
te, M=20 Nm, os=307 rad/s, F=1500 N, R=120 N, 1=0.03 kg.mz, r=15 cm, e=1 mm,
@q=100 rad sayisal degerlerine karsilik gelen w—¢ diyagraminda gosterilmistir. Bu
diyagramdan, makinanin kendiliginden bir rejime yerlestigi ve hareketin her evresinde
hiz dalgalanmalarinin s6z konusu oldugu goriilmektedir. Rejime yerlesme,
genellestirilmis kuvvetin hiza bagli olusunun; hiz dalgalanmalari ise bu kuvvetin
konuma bagli olusunun bir sonucudur.

4.5.2.3 Yalmzca Konuma Bagh Genellestirilmis Kuvvet Hali: Q = Q(q)

Son bir drnek olarak 2 numarali uzvu sabit M momentinin, 4 numarali uzvu
ise F(p)=Fpsine kuvvetinin etkisi altinda bulunan, harmonik hareket mekanizmasi
esasli bir makinay1 goz oniine alalim (Sek. 4.5.5). Makinanin hareketli uzuvlariin
kiitleleri mp, ms ve my olarak, 2 numarali uzvun S, kiitle merkezine gore eylemsizlik
yarigapi ise is; olarak verilmis olsun.

|
! m,
X |
my,1s> D
- ]
% P F(¢)=Fysin
M X A0 (9)=Fosine
& ]} T - - - - - - - - _ _ _
“ // : A

i my
|
|
i

Sekil 4.5.5 Harmonik Hareket Mekanizmasi Esasli Makina

96



Problem 4.3.1 den bu makinanin genellestirilmis eylemsizliginin

() = myig +1° (G +m3 +mysin® ) (4.5.20)

ya da ifadenin sabit kismi I ile gosterilerek

(@) =I+myr’sin ; I= mzigz +12 (G2 +my) (4.5.21)
seklinde, genellestirilmis kuvvetin ise
M(p)=M - Forsin2 [0) (4.5.22)

seklinde yazilabilecegi bilinmektedir. Genellestirilmis kuvvetin yalnizca konuma
bagli oldugu bu makinada hiz degisiminin (4.3.16) denklemi yardimiyla hesaplanmasi
uygun olacaktir. Bu amagla, g=¢, ¢ = ¢ = o denilerek bu denklem

d |l 212

a0 12 J(p)ow J— M(o) (4.5.23)

seklinde yeniden yazilip (4.5.21) ve (4.5.22) ifadeleri burada yerlerine konulursa
dB(T + m4r2 sin? (p)- o’ J = (M —F,r sin? q))- do (4.5.24)

elde edilir. Buradan, ¢(0)=¢,, ®(0)=w, dan, ¢, ® ya kadar integrasyonla da

2 (\Daw

¢
=2 (M —F,rsin® (p)- do (4.5.25)
Do

(i + rn4r2 sin’ (p)- ()
0,900

ya da gerekli hesaplar yapilarak

(i+m4r2 sin? ?o )cog +(2M=F,r }{o-0, )+%(sin 20—sin 20, )
2

o () = (4.5.26)

T+myr sin? 0]
bulunur. Bu ifadenin incelenmesinden, 2M>F,r olmadik¢ca bu makinanin yol
alamayacagi, bu kosulun saglanmasi halinde ise bu kez de rejime giremeyecegi ve
hizinin siirekli artacagi anlasilir. Bu kosulun ne anlama geldiginin goriilebilmesi i¢in,
¢ bakimindan 1 peryoduyla peryodik olan (4.5.22) deki genellestirilmis kuvvetin bir
peryod boyunca yapacagi isi veren
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T
AW = I(M —For sin? (p)- do = (M - %For)n (4.5.27)
0

ifadesinin dikkate alinmasi yeterlidir. Makinanin yol alma evresinde genellestirilmis
kuvvetin pozitif is yapmasi, bunun i¢in de 2M>F,r kosulunun saglanmasi gereklidir.
Buna karsilik bir rejim olusabilmesi i¢in ise genellestirilmis kuvvetin yapacagi net
isin sifir olmasi, bunun i¢in de 2M=F,r kosulunun saglanmasi gerekir. Buradan su
sonu¢ c¢ikmaktadir: Bu makina, verilmis bir M ve F, ile yol alabiliyorsa rejime
giremez, rejime girebiliyorsa yol alamaz. Bu, genellestirilmis kuvveti yalnizca
konumun fonksiyonu olan makinalarin ortak bir 6zelligidir. Bu 6zellikleri yiiziinden
bu makinalar, bundan Onceki orneklerdeki genellestirilmis kuvvetleri hiza baglh
makinalar gibi kendiliklerinden rejime giremezler. Bu makinalarda yol alma
evresinden rejim evresine gec¢is ancak disaridan calistirma ya da is kuvvetlerine ya da
bunlarin her ikisine birden yapilacak bir miidahaleyle gerceklesebilir. Uygulamada
bunu yapmanin bir yolu, yol verme evresinde is kuvvetlerini tamamen ya da kismen
devre dis1 birakmak, yani makinaya bosta ya da yarim yiikle kalkis yaptirmak ve
makina arzu edilen hiza ulastiktan sonra bu kuvvetleri devreye sokarak rejim
olusturmaktir. Ancak burada hemen sunu da belirtelim ki genellestirilmis kuvveti
yalnizca konumun fonksiyonu olan makina kavrami bir soyutlamadan ibarettir ve
gercek her makinada hiza bagl kuvvet iireten bir unsur mutlaka vardir. Bu ylizden
buradaki degerlendirmelerin, ger¢ek makinalar i¢in ancak ana hatlartyla gegerli
olabileceginin unutulmamasi gerekir.

Simdi bu degerlendirmelerden sonra incelenen probleme geri doniiliir ve yol
alma evresinde is kuvvetinin tamamen devre dist oldugu (F,=0) ve bu evrenin
baslangicinda @,=0, ®,=0 oldugunu varsayilirsa, bu degerlerle (4.5.26) denklemine
doniilerek makinanin yol alma evresindeki hiz degisimi i¢in

2Me

. (4.5.28)

()] =
(¢) il

i+m4r
elde edilir. Bu ifadenin incelenmesinden bu evrede hizin, paydadaki genellestirilmis
eylemsizligin peryodik olusunun bir sonucu olarak, m peryodlu dalgalanmalarla
artacagi anlagilir.

Stasyoner harekete gecilmek istenen anda is kuvveti devreye sokulmali ve bu
kuvvet, rejim i¢in gerekli oldugunu yukarida belirledigimiz

E, = 2M (4.5.29)

r

kosulunu saglamalidir. (Bu kosulu saglamak {izere rejime gecis aninda F,, M
ikilisinin her ikisinin de ayarlanmasi miimkiin ise de biz M nin yol alma evresindeki
degerini korudugunu ve F, 1n ona uyarlandigini varsayalim.) Bu andaki konum ve
hizin da ¢@; ve ®; degerlerine sahip olduklar1 varsayilirsa bu degerlerle ve (4.5.29)
esitligiyle (4.5.26) ya doniilerek, stasyoner hareket evresindeki hiz degisimi i¢in
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= 2 .2 2 For,. .
[+myr~ sin” ¢ jo +—(sm2(p—sm2(p)
o(0) =\/ | o 2 ! (4.5.30)

i+m4r2 sin? ¢

elde edilir. Buradan stasyoner hareket evresinde de hizin, hem genellestirilmis
eylemsizligin, hem de genellestirilmis kuvvetin peryodik olusunun bir sonucu olarak,
ikisinin ortak peryodu olan 7 peryoduyla peryodik dalgalanmalar gosterecegi anlagilir.

Durma evresine ge¢is i¢in ¢alistirma kuvvetinin devreden c¢ikartilmasi
yeterlidir (M=0). Gegis aninda konum ve hizin ¢, ve m, degerlerine sahip olduklari
varsayilir ve bu degerlerle (4.5.26) ya doniiliirse durma evresindeki hiz degisimi i¢in

de

(4.531)

(i+m4r2 sin? (6D) )w% ~Fyr(p—99 )+%(sin 2¢-sin2¢,)
o(p) = 5

T+myr sin? (0]

elde edilir. Buradan hizin, genellestirilmis kuvvet ve eylemsizligin peryodik olusu
yiizlinden, sifir degerine kadar peryodik dalgalanmalarla azalacag: anlasilmaktadir.

Burada incelenen makinanin hareketinde iz degisimi, I = 0.1kg.m?, my=2 kg,
r=15 cm, M=3 N.m, F,=40 N, ¢,=4n rad, ¢,=8=n rad degerlerine karsilik gelen bir
sayisal 6rnek i¢in Sekil 4.5.6 da gosterilmistir.

o [rad/s]

¢ [rad]

Sekil 4.5.6 Harcketin Evreleri
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5 HAREKET DENKLEMININ DEGERLENDIRILMESie
MAKINA DINAMIGININ ANA PROBLEMLERI

5.1 GENEL

Bilindigi gibi mekanik sistemlerin dinamik davraniglari, Newton'un ikinci
hareket yasasinin dogrudan bir sonucu olarak, konumun zamana gore ikinci
mertebeden diferansiyel denklemleri olan hareket denklemleriyle tanimlanir.

Dinamikte hareket denklemleri birbirinden farkli iki amag i¢in kullanilabilir.
Bunlardan ilkinde mekanik sistemin tiim parametreleri, iizerine etkiyen tiim kuvvetler
ve sistemin herhangi bir t, anindaki durumu (konum ve hizi) bellidir. Amag sistemin
gelecekteki davraniginin, yani her t>t, anindaki durumunun 6ngdriilmesi ya da basgka
bir deyisle hareketinin simiilasyonunun gerceklestirilmesidir. Hareketin diferansiyel
denklemlerinin ¢oziilmesini gerektiren bu probleme dinamigin diiz problemi adi
verilir. Olast ikinci amag, sistemin belirli bir hareketi gerceklestirebilmesi ya da
hareketinin belli bazi 6zelliklere sahip olabilmesi igin sistem parametrelerinin
almalar1 gereken degerlerin ya da sisteme uygulanmasi gereken kuvvetlerin
belirlenmesidir.  Genellikle sistem davranislarinin kontrolii ya da optimizasyonu
cergevesinde karsilasilan ve hareketin diferansiyel denklemlerinin ¢oziilmesini
gerektirmeyen bu tip problemlere de dinamigin ters problemleri ad1 verilir.

Dinamigin genel programi igerisinde yer alan bu problem tipleri makina
dinamigi ozelinde de karsiliklarimi bulur.  Asagida makina dinamiginin ana
problemleri, makina dinamiginin diiz ve ters problemleri olmak {izere iki ana baslhk
altinda ele alinacaktir.

5.2 MAKINA DINAMIiGINIiN DUZ PROBLEMI ¢
HAREKET DENKLEMININ SAYISAL COZUMU

5.2.1 PROBLEMIN TANITILMASI

Makina dinamiginin diiz problemi denildiginde, makinanin tiim boyutlari, tiim
uzuvlarmin eylemsizlik ozellikleri, makina iizerine etkiyen tiim kuvvetler ve
genellestirilmis koordinat ve genellestirilmis hizin belli bir t, anindaki q(t,) =q,,

q(ty) = q, degerleri verilmisken, makina hareketini yonettigi bilinen

3(q) -G+ C(Q)- 4% = Q(q, 4, t) (5.2.1)
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ikinci mertebeden diferansiyel denkleminin ¢oziilerek q=q(t) — q = q(t) — g = q(t)
fonksiyonlarinin elde edilmesi anlasilir. Ancak hemen gorildigi gibi (5.2.1)
denklemi, 3(q) genellestirilmis eylemsizliginin sabit oldugu ve Q(q,q,t)
genellestirilmis kuvvetinin q veq argiimanlarinin lineer bir fonksiyonu oldugu kimi
cok Ozel haller disinda lineer olmayan bir diferansiyel denklemdir. Oysa, bilindigi
gibi, ender bazi drnekler disinda lineer olmayan diferansiyel denklemlerin ¢oziimi
bugiin icin bilinmemektedir. Ote yandan, Boliim 3 ten animsanacagi gibi, 3(q)

genellestirilmis  eylemsizliginin, buna bagli olarak C(q) =%di—;q) merkezcil

katsayisinin ve Boliim 4 ten animsanacagi gibi Q(q,q,t) genellestirilmis kuvvetinin

analitik olarak ifade edilebilmesi i¢in makinanin kinematik ¢Oziimlemesinin analitik
yoldan gerceklestirilebilmesi gereklidir. Oysa, bilindigi gibi, bu da ancak c¢ok basit
yapidaki az sayida makina i¢in olanaklidir. Buradan, (5.2.1) denkleminin c¢ogu
makina icin hi¢ yazilamayacagi, yazilabildiginde de c¢ogu kez analitik olarak
coziilemeyecegi anlasilmaktadir. Bu sorunlarin her ikisini birden asabilmek igin,
(5.2.1) denkleminin sayisal ¢oziimiine yonelmekten bagka c¢ikar yol yoktur. Biz de,
bir makinanin diiz dinamik problemini ¢ézme goreviyle karsi karsiya kalan her
mithendisin 6nce bu denklemin yazilmasi1 ve analitik olarak ¢oziilmesi olanaklarini
arastirmasi geregine isaret etmekle birlikte, burada bunun olanakli oldugu hallerin bir
siralamasmni verme gayretine hi¢ girmeyelim' ve dogrudan dogruya her durumda
gecerli olan sayisal ¢oziim segenegine yonelelim.

Diferansiyel denklemlerin sayisal ¢oziimii i¢in bir ¢cok yontem bilinmektedir.
Bu yontemler, en Onemlilerini Hamming Yontemi ile Adams Grubu (Adams-
Moulton, Adams-Bashforth vb.) Yontemlerin olusturdugu c¢ok adimli iteratif
yontemler ve en 6nemlilerini Runge-Kutta Grubu Yontemlerin olusturdugu tek adiml
yontemler olmak iizere baslica iki siifa ayrilirlar. Biitiin bu yontemlerin teker teker
ele alinip incelenmesi bu dersin gercevesini asacagi i¢in, burada, makina dinamigi
uygulamalarinda en ¢ok kullanilan yontem grubu olan Runge-Kutta yontemlerinden
birini kisaca tanitip bu yontemin makina dinamiginin diiz problemine uygulanigina
deginmekle yetinecegiz.

5.2.2 BIRINCi MERTEBEDEN DiFERANSIYEL DENKLEMLERIN
SAYISAL COZUMU ICIN RUNGE-KUTTA YONTEMI
x bagimli degiskeninin t bagimsiz degiskenine gore
x = f(x,t) (5.2.2)
seklindeki birinci mertebeden diferansiyel denklemi ile

x(ty) = X, (5.2.3)

baslangi¢ kosulunun olusturdugu ve amaci buradan x=x(t) nin hesaplanmasi olan
baslangi¢ deger problemi gdz 6niine alinsin. Runge-Kutta grubu yontemler, bu

' Amimsanacagi gibi Bolim 5.5 te, (5.2.1) e alternatif olusturan (5.3.14) ve (5.3.16) diferansiyel
denklemlerinin analitik yoldan ¢6ziimiine iligskin bazi drnekler verilmisti.

101



X A
x(1)
X3
X2

X1

1/

Sekil 5.2.1 Runge - Kutta Yontemi

problemin ¢6zlimiiniin t;=t,+h noktasinda alacagi x;=x(t;)=x(t,+th) sayisal degerinin
yaklasik hesabi icin bir algoritma sunarlar.  Bu algoritmanin tekrar tekrar
uygulanmasiyla kapali formdaki x(t);t>t, ¢Ozlimii yerine, x(t) nin birbirini h

adimlik araliklarla izleyen t noktalarindaki Xo = X(ty) > X1 =x(ty, +h),
Xy = X(t, +2h), x5 = x(t, +3h), ... sayisal degerlerine, yani problemin nokta nokta
¢Oziimiine ulasilir (Sek. 5.2.1).

Runge-Kutta yontem grubuna giren ¢ok sayida yontem bulunmakla birlikte biz
burada bunlarin en popiileri olan 4. Mertebeden Klasik Runge-Kutta Yontemini ele
alalim. Konumuzun disinda kaldigi i¢in ¢ikartilisini burada vermeyecegimiz bu
yonteme gore x;=X(t,+h) degeri, birbiri pesisira hesaplanabilen

ki =f(xq,t0)

ky =f(xo +3hky,ty +1h)

ks = f(xo +5hky,to +1h) (5.2.4)

k4 =f(x, +hks,t, +h)

seklinde taniml 4 katsay1 yardimiyla
X1 = X(to +h) = X, + h(k; + 2k + 2k3 + ky) (5.2.5)

seklinde hesaplanir.

5.2.3 MAKINA HAREKET DENKLEMININ SAYISAL COZUMU

Yukarida tanitilan 4. Mertebeden Klasik Runge-Kutta yontemi makina hareket
denkleminin ¢6zliimiinde kullanilabilir. Ancak bunun i¢in ilkin 2. Mertebeden bir
diferansiyel denklem olan bu denklemin birinci mertebeden diferansiyel denklem
bicimine getirilerek yontemin uygulama alanina sokulmasi gerekir. Bu, (5.2.1)
makina hareket denkleminde q genellestirilmis koordinati ile § genellestirilmis hizi

iki ayr1 bilinmeyen olarak diisiiniiliip
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u=q, v=4q (5.2.6)

seklinde, bunlara karsilik gelen iki yeni bilinmeyen tanimlanarak yapilabilir. Boyle
yapildiginda (5.2.1) ve (5.2.6) dan

u=v
(5.2.7)

. _ Quv.)-C)v?
V=
3w

yazilabilir. Boylece 1 adet 2. mertebeden diferansiyel denklem olan hareket
denklemi, 2 adet 1. mertebeden diferansiyel denklemden olusan bir diferansiyel
denklem takimina donilismiis olmaktadir. Bilinmeyenleri, sistemin durum degiskenleri
olan q ve q dan ibaret oldugundan (5.2.7) denklem takiminin sistemin durum

uzayindaki tasvirini olusturdugu soylenir. Istenirse (5.2.7) yerine,

fu(u,v,t)=v
(5.2.8)
_ Q(u,v,t)—C(u)-V2
fy(u,v,t) = =)
fonksiyonlar1 tanimlanarak
u=1f,(u,v,t)
(5.2.9)
v =1,(u,v,t)

da yazlabilir. (5.2.9) denklemine Runge-Kutta yontemi kolayca uygulanabilir.
(5.2.4) ve (5.2.5) bagintilarindan yararlanilarak ve oradaki t, dan t; e gecis 6zel adimi
yerine t den ti; e gecis genel adimi diigiiniilerek bu yapilirsa, ardigik olarak
hesaplanabilen
kyp =y (Ui, vi» ti)
kyp =1y (uj, vi, t)
kyo = £, (u; +%h-ku1,vi +%h~kv1,ti +%h)
kyy =y (u; +%h-ku1,vi +%h-kv1,ti +%h)
kys = fu(uj + 30 -kyo,vi +2h koo, ti + 2 h) (5.2.10)
kys = fy(uj +3h-kyo,vi + 2h-kyo,ti +1h)
kyg =f,(u; +h-ky3,vi +h-ky3,t; +h)
kyg =1y (uj +h-kyz,vi +h-kys,t +h)

katsayilar1 cinsinden
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uier = u(ti +h) = uj+£h(ky +2kyp +2kys +kyg)
(5.2.11)
Viyl = V(ti + h) =Vj +%h(kvl + 2kV2 + 2kV3 + kV4)

elde edilir. Bu bagintilar, tj anindaki durum bilinirken ti;;=ti+h anindaki durumun
hesaplanmasini saglamaktadir. (5.2.10) ve (5.2.12) esitlikleri (5.2.9) esas alinarak
cikartildigindan genel mahiyette olup her tiir £ (u,v,t) ve f,(u,v,t)fonksiyonu i¢in

gecerlidir. Burada f,(u,v,t) =v yerine konulur ve (5.2.6) tanimlar1 kaldirilirsa,
bizim problemimizde gecerli olan, daha yalin

ky =1,(q;,9;-t;)

ky = fy(q; +3h -G, + T h-ky,t +2h)
ky =fy(q; +Lh-q; +Lh%k;,q; +Lh-ko,t; +1h) (5.2.12)
3 vidi 2 qi 4 1-9i 2 2-Y4 2 it

kg =fy(qi +h-d; +3h%Kks, 05 +h kst + )
Ve
Qi+1 =qj +h-q; +%h2(k1 +ky +k3)
(5.2.13)
Gis1 = Gi +hky +2k +2k3 +ky)

ifadeleri de yazilabilir. Bu ifadeler, makina hareket denkleminin h zaman adimlartyla
adim adim ¢6ziimiinde kullanilir. Dikkat edilirse bu ¢oziimiin gerceklestirilebilmesi
icin (5.2.8) deki f, fonksiyonunun, dolayisiyla da (5.2.1) makina hareket denkleminin
kapali formda yazilmis olmasi gerekmemektedir. Buna bagli olarak makinanin
kinematik ¢Oziimlemesinin analitik yoldan gergeklestirilmis olmasina da gerek
bulunmamaktadir. Gerek duyulan tek sey f, nin, q, q ve t argiimanlarinin belli deger
takimlarina ( (5.2.12) esitliklerinin sag taraflarinda yer alan 4 deger takimi) karsilik
gelen sayisal degerlerinden ibarettir. Bu sayisal degerlerin hesaplanabilmesi i¢in
(5.2.1) de yer alan Q(q,q,t),3(q) ve C(q) fonksiyonlarmin ayni argiimanlar ile
hesaplanmis sayisal degerleri, bunlarin hesaplanabilmesi i¢in ise, (3.2.16), (4.2.5) ve
(4.3.10) tanimlarindan da goriilecegi gibi, makinanin s6z konusu q konumu igin
gergeklestirilmis sayisal konum, hiz ve ivme ¢6ziimlemesinin sonuclar yeterlidir.

Burada sunu da belirtelim ki yukaridaki hesap ancak belli bir yaklasiklikla
gecerlidir. Bu yiizden hesabin her h adimi belli bir hata orani igerir. Bir kural olarak h
adimi ne kadar biiylikse hesabin her adiminda yapilan hata da o kadar biiytiktiir.
Adim sayist arttikga bu hatalar birikerek biiyiik birikimli hatalara yol agabilir. Bu
sorunla baglantili olarak, hesabin her adiminda yapilan hatanin da hesaplanmasina
olanak veren ve bu sayede hatanin kontrol altinda tutulmasini saglayan 6zel Runge-
Kutta yontemleri de gelistirilmis olmakla birlikte burada bu konuda ayrintiya
girilmeyecektir.
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5.3 MAKINA DINAMIGININ TERS PROBLEMI ¢
CALISTIRMA KUVVETININ HESABI

Makina dinamiginin ters problemi denildiginde, makinanin tim boyutlari, tim
uzuvlarinin eylemsizlik 6zellikleri, makina iizerine etkiyen kuvvetlerden caligtirma
kuvvetleri disindakilerin tamami ve makinanin yapmasi istenen harekette
genellestirilmis koordinatin g=q(t) ifadesi verilmisken, bunu saglamak iizere
makinaya uygulanmasi gereken Q. (t) ¢alistirma kuvvetinin hesaplanmas anlagilir.

Bu problemin ¢6ziimii i¢in

3(q)-4+C(q)- 4% = Q(q,4, 1) (5.3.1)

makina hareket denkleminde, genellestirilmis kuvvetin (5.5.1) deki
Q(q: q: t) = QQ (q9 q: t) + Qk (q) - QS (q’ q) - QW (q9 q: t) (53 2)

ifadesinin yerine konulmasi, ve buradan ¢alistirma kuvvetinin

Q(t) = 3(@)+d +C(a) 4° — Q@) + Qs (e,) + Qyy (a4, 1) (5.3.3)

seklinde cekilmesi yeterlidir. Burada arzu edilen q(t) ifadesiyle, buradan tiirev
alimarak bulunacak q(t) ve ((t) ifadelerinin yerlerine konulmasiyla calistirma

kuvveti kolayca Q=Q(t) seklinde hesaplanabilir. Basit yapiya sahip bazi makinalarda
bu hesap analitik olarak gergeklestirilebilir ise de genelde -bir dizi t degeri i¢in- nokta
nokta hesap yapilmak zorunda kalimir. Boyle bir hesapta Q(q,q,t),3(q) ve C(q)

niin hesabinda (4.2.16), (5.2.5) ve (5.3.10) denklemlerinin esas alinmasi gerekir.
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ORNEK PROBLEMLER

Problem 5.3.1
Sekildeki  harmonik  hareket
mekanizmas1  esasli  makinanin 4
3 numarali uzvu F=100 N kuvvetinin etkisi
altindadir. Makinanin hareketli
uzuvlarinin kiitleleri my=1 kg, m3=0.5
T kg, my=2 kg olarak, 2 numarali uzvun
: boyu ise r=0.2 m olarak bilindigine ve
1 =0 iken k=1200 N/m yay1 gerilmesiz
OA=r olduguna gore, 2 numarali uzvu ®=10
rad/s sabit hiziyla ¢evirebilmek icin bu
‘ uzva uygulanmasi  gereken  Mc(t)
Sekil Pr.5.3.1-1 calistirma momentini hesaplayiniz.

Coziim:

Daha &nce Ornek Problem 4.3.1 de ele alinmis olan bu makinada, q«,
Q < M gosterilimleriyle

3(p) = mzigz + rz(% +m3 +my sin® (p) (1)
C(o) = m4r2 sin@pcosQ = m‘gz sin 2 (i1)
M () = —(% + m3) - grecosQ — %sin 20 (111)
My, (@) = Frsing (iv)
M; =0 (v)

oldugu gosterilebilir. Ote yandan, 2 numarali uzvun sabit o hiziyla dénmesi
istendigine gore, -t=0 aninda ¢=0 oldugu kabuliiyle-

o=ot, =0, ¢p=0 (vi)
olmalidir. (i-vi) esitliklerinin (5.3.3) denkleminde degerlendirilmesiyle

Mc(t) = %(m4c02 + k)- r? sin 20t + (% + m3) -grcosot + Frsinwt  (vii)

ya da sayisal degerler kullanilarak
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Q=omt

Sekil Pr.5.3.1-2

M, (t) = 28sin20t +1.962cos10t + 20sin10t [N.m] (viii)

hesaplanir. Yukaridaki sekilde, hesaplanan M, nin ¢=ot ile degisimi gdsterilmistir.

Problem 5.3.2

b x Sekildeki  planya  tezgahinin

| me=20 kg kiitleye sahip kogu, saga
gidiste serbestce hareket ederken sola
gidiste sabit F kuvvetinin etkisi altinda
kalmaktadir. Makinanin  boyutlari
r=0.15 m, ¢=0.40 m, h=0.20 m olarak
verildigine ve kog¢ disindaki uzuvlarin
kiitlelerinin gz ardi edilmesi istendigine
gére 2 numarali uzvu sabit ® acisal
hiziyla dondiirebilmek icin bu uzva
uygulanmasi gereken calistirma
momentini

a) F=0, ®=0.8 rad/s,

b) F=2000 N, ®=0.8 rad/s,

c) F=2000 N, ®=5 rad/s halleri igin,
makinanin ¢ konumuna bagli olarak
hesaplayiniz.

Sekil Pr. 5.3.2-1 Planya Tezgahi

Coziim:

Bu makinada, q«—¢,  <—®, <o, Q« M gosterilimleriyle ve a=0,
M;=0, M=0 olduguna dikkat edilerek (5.3.3) denklemi

M (¢) = C(9)- ®* + My (¢) (i
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seklinde yazilabilir. Burada C(o) (5.3.10) denklemine gore
Cle) =megs (9)g6(9) (ii)

seklinde hesaplanmalidir. Ote yandan F,, is kuvveti (5.4.18) uyarinca sekildeki F;
diren¢ kuvvetinin ters isaretlisi olacak, ayrica bu kuvvet yalnizca sola yonelik hareket
sirasinda, yani § hizimin pozitif oldugu durumlarda etkiyecektir. Biitin bunlar
dikkate alindiginda, sgn isaret fonksiyonu kullanilarak bu kuvvet

F,, (¢)= 1+s,g;n(é) F.j= 1+sgn[2g'6((p)] F.j (i)

seklinde ifade edilebilir. Buna karsilik gelen genellestirilmis kuvvet ise (4.2.16)
bagintis1 uyarinca

My, (g) =2l @) g or ) (iv)

seklinde olacaktir. Sonug olarak (ii) ve (iv) ile (i) ye doniilerek

1+sgn[gg (9)] FJ
2

M (0) = g (@)o? + - 25(0) )

elde edilir. Ote yandan, daha 6nce Problem 4.2.4 te ele alinmis olan bu makinada
cevrim kapama denklemlerinin

f1(0,p,0,q,8)=rcos@—pcosO+c=0

5 (0,p,0,q,s) =1sin@ —psin0=0
f3(,p,0,9,8)=rcos@+qcos®—h=0 (vi)
f4(0,p,0,q,8)=rsinp+qsinO—s=0

seklinde oldugu bilinmektedir. Buradan hareketle, (3.2.22) ve (3.2.24) uyarica
yapilan hesaplar sonucunda

' -0 ..
g5(p) = B D) (vii)
vEe

" _1(p+q) rsin@cos(¢p—0)—p cosOsin(¢—0)
g6 ((p) - 5 P
p cos” 0

(viii)

oldugu gosterilebilir.
Artik (vi) denklemlerinin ¢esitli @ degerleri i¢in ¢oziilmesiyle elde edilecek p,

q ve 0 degerlerinin (vii) ve (viii) de, bunlarin da (v) te yerlerine konulmasiyla sonuca
gidilebilir.
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Bu yoldan elde edilen sonuglar Sekil Pr.5.3.2-2 a, b ve ¢ de verilmistir. Sekil a
da, gereken g¢alistirma momentinin yanisira, bu momentin degisimiyle kocun hareketi
arasinda iliski kurmaya olanak vermek {lizere kogun konum, hiz ve ivmesinin ¢ ile
degisimi de gosterilmistir. Sekil b den, ©®=0.8 rad/s olmasi halinde, eylemsizlik
kuvvetinin calistirma momenti {izerindeki etkisinin, F ninkinin yaninda goz ardi
edilebilecek mertebede kaldig1 goriilmektedir. Buna karsilik w=5 rad/s olmasi halinde
bu etki, Sekil ¢ den goriildiigi gibi belirgin hale gelmektedir.

Ayrica bu sekillerden kog¢ hizinin negatif oldugu siirenin pozitif oldugu siireye
gore oldukca kisa oldugu, yani kocun sola dogru yavas gidip saga dogru hizh
dondigii de goriilebilmektedir. Bu da bu tip mekanizmalarin nigin ¢abuk doniis
mekanizmasit adiyla anildigini agiklamaktadir.

450 — —
400 — —
350 — —
300

M, [N.m]
250
S [m]
. 200
S [m/s] M, [N.m] s
S [m/s’] 100
50
0
-15 - — s B
2 \ \ \ - 100 ‘ ‘ |
0 /2 n 2n/3 2n 0 /2 b3 21/3 2n
o o
(a) F=0, ®=0.8 rad/s (b) F=2000 N, ©=0.8 rad/s

500
450 [— —
400 |- ]
350 |— —
300
250
M, [N.m] 200
150
100
50

-50
100 | | |

(¢) F=2000, ®=5 rad/s

Sekil Pr. 5.3.2-2 Hesap sonuclari
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6 MAKINA HAREKETINDE HIZ DALGALANMALARI
VE GIDERME YONTEMLERI

6.1 HIZ DALGALANMALARI * DALGALANMA KATSAYISI

Makinalarin bir cogunda daimi dénme hareketi yapan ve mil adi1 verilen bir uzuv
bulunur. igten yanmali motorlar ve pistonlu pompalardaki krank milleri, doner kam
mekanizmalarindaki kam mili, tiirbinlerdeki tiirbin mili vb. bunun iyi bilinen
orneklerini olusturur. Bu makinalarin gorevlerini geregi gibi yerine getirebilmeleri,
cogu kez, milin sabit hizla dénmesini gerektirir. Oysa Bolim 4.5 te incelenen
orneklerden, makinanin Q genellestirilmis kuvveti ve/veya J genellestirilmis
eylemsizligi konumun peryodik unsurlar igeren bir fonksiyonu ise, makina milinin
sabit bir hizla degil, bir ortalama deger etrafinda dalgalanan bir hizla donecegi
bilinmektedir. Bu, bir ¢ok makina icin, 6zellikle stasyoner hareket evresinde,
istenmeyen hatta kabul edilemez bir durumdur. Bu bdliimde iste bu sorun ve

giderme yontemleri {izerinde durulacaktir.

Herhangi bir olay1 bilimsel anlamda inceleyebilmek i¢in dnce ona 6l¢iilebilir bir
biiyiikliik eslestirmek gerektigi bilinen bir gergektir. Hiz dalgalanmalari i¢in boyle bir
biiyiikliik olarak, stasyoner hareket evresinde mil hizinin aldig1 en yiiksek ve en diistik
degerler arasindaki farkin ortalama mil hizina oranindan ibaret olan, boyutsuz hiz
dalgalanma katsayisi tanimlanmistir (Sek. 6.1.1):

5:@ 6.1.1)

Kolayca anlagilacagi gibi 6 =0 hizin hi¢ dalgalanmadigini (tam diizgiin hareket),
bliyiik 6 degerleri ise biiyiik hiz dalgalanmalarini gosterir. Bazen hiz dalgalanma
katsay1s1 yerine, onun tersi olarak

Sekil 6.1.1 Hiz Dalgalanmalari
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-6 (6.1.2)

1
8  ®maks—@min

d=

seklinde tanimlanan hiz diizgiinliik katsayis1 da kullanilir.  Uygulamali  hesaplarda
cogu kez gercek o ortalama hiz1 yerine

@ = Omaks TOmin (6.1.3)

2

yaklagikligi kullanilir. Boyle yapildiginda dalgalanma katsayisinin tanimi da

§ = 2 Pmaks ~Omin. (6.1.4)

®Omaks *Omin
seklini alir.
Bir makinada tam diizgiin hareket elde edilmesi, yani =0 yapilmas1 hem zor
hem de gereksizdir. Bunun yerine ¢ogu kez, hiz dalgalanma katsayisinin kabul

edilebilir bir degere ¢ekilmesiyle yetinilir. Tablo 6.1 de, ¢esitli makina siniflar1 i¢in &
nin kabul edilebilir degerleri gosterilmistir.

Tablo 6.1 Dalgalanma Katsayismin Onerilen Degerleri

MAKINA TiPi 5
Doviictler, Kiricilar 1/5
Beton Karigtiricilari 1/12
Gemi Uskurlari 1/20 - 1/40
Pompalar, Giyotinler, Karistiricilar 1/20 - 1/50
Takim Tezgahlari, Ogiitiiciiler 1/35 - 1/50
Pistonlu Kompresorler 1/50 - 1/100
Alternatif Akim Uretegleri 1/300
Dogru Akim Uretecleri (Aydinlatmada) | 1/200 (1/500)
Tasit Motorlari1 (Ralantide) 1/5
Tasit Motorlar1 (Normal Devir Sayisinda) | 1/150 - 1/300
Pistonlu Ug¢ak Motorlari 1/1000

6.2 HIZ DALGALANMALARINI GIDERME YONTEMLERI

6.2.1 GENEL DEGERLENDIRMELER

Makinalardaki hiz dalgalanmalarini gidermek {izere neler yapilabilecegini
gormek icin olaya makina hareket denklemi 1s1ginda bakilmasi yararh olacaktir. Bu
amagla

R

1~ d@) 2 o 1439
2@ +C@97 = Q4,1 3 @) =77 (6.2.1)
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hareket denklemi animsansin. Burada q genellestirilmis koordinati olarak makinanin
diizglin hizla donmesi istenen milinin ¢ agisal konumu alinsin. Buna bagli olarak q
genellestirilmis hiz1 © = ¢ ile, Q genellestirilmis kuvveti de -bu durumda bir moment

s0z konusu olacag icin- M ile gosterilsin. Ayrica, diizgiin hiz ancak stasyoner
hareket evresinde s6z konusu olabilecegine gore bu durumda M nin t ile
degismeyecegi dikkate alinarak M=M(p,®) yazilsin. Yine, makinanin genellestirilmis
eylemsizligi 3(¢) Ozel olarak makinanin mile indirgenmis kiitlesel eylemsizlik

momenti diye anilsin ve biinyesindeki sabit ve degisken kisimlart ayiran bir
gosterilimle

3() = 1+ 1(9) (6.2.2)

seklinde ifade edilsin. Bu gosterilimlerle (6.2.1) denklemi

1do? _ M(@.0)-C(e)o* _ 1d1(e)
240 = i p C@=5"4, (6.2.3)

verir. Dikkat edilirse bu esitligin sol tarafi ilgilenmekte oldugumuz hiz degisimlerini
temsil etmektedir ve tam diizgiin hareket halinde sifir olmalidir. Buradan, makina

milinin belli bir » = o = sabit hiziyla diizgiin olarak donebilmesi i¢in

— -2
M(e.0)-Cloyo_ _ (6.2.4)
I+ 1(p)

olmas1 gerektigi anlasilir.

(6.2.3) ve (6.2.4) esitliklerinin incelenmesinden su genel sonuglara varilir:

1) Makina milinin © hiziyla tam diizgiin olarak donebilmesi i¢in
— —2 — di(p) —2
M(p,0)-C(9) -0 =0 — M(p,0) - ;dfp@ o =0 (6.2.5)

olmalidir.
Bu kosulun anlamini kavrayabilmek i¢in dnce mile indirgenmis eylemsizlik

momenti konumla degismeyen makinalar 6zel halinin g6z Oniine alinmasi yararh
olabilir. Bu 6zel durumda C(¢p)=0 olacagindan (6.2.5) 6zel olarak

M(,®) = 0 (6.2.6)

seklini alir. Bu, kolay anlagilir bir sonugtur: Makina milinde hiz degisimi olmamasi
icin bu mile etkiyen net moment her an sifir olmalidir.

Buradan edinilen goriisle (6.2.5) genel esitliklerine doniiliirse, bu esitliklerin
sol yanindaki ikinci terimin makinanin mile indirgenmis kiitlesel eylemsizlik
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momentinin degisken olusundan kaynaklanan bir momenti temsil etmesi gerektigi

hemen anlasilir. Gergekten de bu terim, mil sabit ® hiziyla donerken, kiitlesel
eylemsizlik momentinin degisken olusu yiiziinden dogacak olan eylemsizlik
kuvvetlerinin ¢ koordinatina indirgenmis esde§er momentinden bagka bir sey
degildir. Bu moment

di(g) —2

Me(0)= =3 g, o - C(e) -0 (6.2.7)

seklinde goserilirse, diizgiin hareket kosulu olarak (6.2.5) yerine
m(p, ®) = M(@, ®) + M, (¢, ®) = 0 (6.2.8)

yazilabilir. Buna gore (6.2.5) kosulunun ifade ettigi gercegin, makina milinin ®
hiziyla diizgiin olarak donebilmesi i¢in mile bu hizda etkiyen ger¢cek ve kurgusal
eylemsizlik momentlerinin toplaminin her an sifir etmesi gerektigi gerceginden baska
bir sey olmadig1 anlagilmaktadir.

i1) Makinanin mile indirgenmis kiitlesel eylemsizlik momentinin sabit kism1 I ne
kadar biiyiikse makinadaki hiz degisimleri o kadar kiigiik olur. (6.2.3) esitligine sdyle
bir gbéz atmakla hemen ¢ikartilabilen bu sonug, eylemsizligin cisimlerin hiz
degisimlerine karsi koyma ozelliginden baska bir sey olmadigi animsanirsa kolay
anlagilan hatta beklenen bir sonug olarak goriiniir.

Bu degerlendirmeler, makinalardaki hiz dalgalanmalarin1 gidermenin baslica
iki yolunun bulunacagini ortaya koymaktadir. Bunlardan ilki, makina genellestirilmis
kuvveti M(9, ®) ile kiitlesel eylemsizlik momenti 3(¢) = I+ T((p) arasinda, (6.2.5)
esitligi gerceklenecek bicimde bir uyum saglanmasi, ikincisi ise makina milinin
kiitlesel eylemsizlik momentinin arttirilarak I nin biiylitiilmesidir. Asagida bu iki yol
ayr1 ayr1 ele alinacaktir.

6.22 M(p,0) iILE 3(¢) ARASINDA UYUM SAGLANMASI

Yukarida goriildiigii gibi, makina milinin o hiziyla tam diizgiin olarak

donmesini saglamanin yolu, M(o, o) ile 3(¢) =1+ 1(¢) arasinda,

d1
M(q, o) — L 410

1 —2
T2 de ® 0 (6.2.9)

esitligi gerceklenecek bicimde bir uyum saglanmasidir. Hem genellestirilmis kuvveti
hem genellestirilmis eylemsizligi konumun fonksiyonu olan bir makinada boyle bir
uyumun kendiliginden bulunmasinin ¢ok kiigiik bir olasilik oldugu ortadadir. Diizgiin
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calismanmn ¢ok biiyilk 6nem tasidigi makinalarda, M(o, g)) ve/veya 3(¢)
degistirilerek bu uyumu saglamanin yollar1 aranabilir.

M(o, 0_3) yi degistirmenin uygulamada bas vurulan bir yolu, makinaya,
M(@,®) nin fazla geldigi konumlarda harekete karsi koyarak sikisan ve potansiyel

enerji depolayan; M(o, ®) nin eksik geldigi konumlarda ise harekete destek olarak

bu enerjiyi iade eden mekanik, pnomatik vb. yay elemanlar1 eklemektir. Bu tiir
elemanlara kompansator adi verilir.

3(¢) yi degistirmenin yolu ise, makinaya, arzu edilen 3(¢) ye sahip olacak
bicimde tasarlanmis mekanizmalar eklemektir. Arzu edilen 3(¢) ye sahip olacak

bigimde tasarlanmasi en kolay mekanizma tipi oldugu i¢in bu amagla en ¢ok yiirek
mekanizmalar1 kullanilir.

Hemen anlasilacag: gibi, yukarida anilan yollarin her ikisi de ancak ¢ok 6zel
durumlarda goze alinabilecek, incelikli ve masrafli yollardir. Biz de burada bu

yollarin ayrintili bir incelemesine girismeyecegiz. Fakat M(o, E)) ile 3(¢) arasinda

tam degilse de goreli bir uyum saglanmasina, yani hareketin diizgiinliigliniin goreli
olarak 1iyilestirilmesine olanak verebilen c¢ok basit bir yoldan s6z etmeden
gecmeyelim. Makinalarm bir cogu es calisan bir ¢ok mekanizmadan olusur. Ornegin
Sekil 6.2.1 deki gibi iki mekanizmadan olusan bir makina gz Oniine alinirsa
makinanin toplam genellestirilmis kuvvet ve eylemsizligi bu iki mekanizmaninkilerin
toplami1 olarak

M(, ®) = M| (¢, 0) + M5 (9,0) , I(¢) = Jy(¢) + I (9) (6.2.10 a)

seklinde olacaktir. Iki mekanizmanin baglanma agisinin o kadar kaydiriimasi halinde
ise (Sek. 6.2.1)

M'(9,0) = M| (9, ®) + M5 (¢ + &, 0) , F(@) = Ty(9) + Fy(@+at)
(6.2.10 b)

olur. M(@, ®) - 3(¢) ikilisi arasindaki uyumla M'(¢, o) - J'(¢) ikilisi arasindaki

Sekil 6.2.1 Makinanin Kisimlar1 Arasindaki Faz Farkinin Degistirilmesi
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uyumun birbirinden ¢ok farkli olabilecegi ortadadir. Buradan, makina kisimlari
arasindaki faz farkinin degistirilmesinin daha diizgiin bir ¢alisma elde edilmesini
saglayabilecegi anlasilir. Her ne kadar bunun bir garantisi yok ise de, imal edilmis bir
makinada diizglinliik arttirici diger Onlemlere bas vurmadan once bu basit yolun
denenmesinde yarar vardir.

6.2.3 MILIN KUTLESEL EYLEMSIZLIK MOMENTININ ARTTIRILMASIe
EYLEMSIZLIiK CARKI

6.2.3.1 Genel Bilgiler

Yukarida,
1do” _ M((P,EO)—C((P)‘(D2 (6.2.11)
2 do I+1() o

bagintis1 uyarinca, makinanin mile indirgenmis kiitlesel eylemsizlik momentinin sabit
kismi I nin biiylimesinin hiz degisimlerini kiigiiltecegi belirlenmisti. Tam diizgiin
hareket i¢in I — oo olmas1 gerektigine dikkat edilirse bu yoldan tam diizgiin hareket

elde edilmesinin olanaksiz oldugu belli olmakla birlikte, kabul edilebilir bir Idegeri
ile hiz dalgalanma katsayis1 6 nin kabul edilebilir bir degere c¢ekilebilmesi olanaklidir
ve bu, makinalardaki hiz dalgalanmalarini gidermenin en yaygin bas vurulan
mithendislik ¢oziimiinii olusturur. Bu amagla makina millerine biiyiik kiitlesel
eylemsizlik momentine sahip ¢arklar baglanir. Bunlara eylemsizlik ¢ark: ya da volan
adir verilir. En az malzemeyle (en az maliyet, en az ek agirlik) donme eksenine gore
en biiyiik eylemsizlik momenti katkisi elde etmek {izere, eylemsizlik carklarinin,
donme ekseninden en uzak noktalarda malzeme yogunlasmasi saglayacak bicimde
tasarlanmasi esastir. Ancak gobek civarinda malzeme eksiltilmesi merkezkag kuvvet
etkisine kars1 dayanimi azaltacagi icin yiiksek hizla donecek carklarin tasariminda
buna da dikkat edilmesi gerekir. Harcanan malzeme ve hacmin maliyetini diisiirmek
i¢in, iyi bir miithendislik ¢6zlimiinde eylemsizlik ¢arklarina her zaman ikinci bir gérev
daha yiiklenir. Sek. 6.2.2 de, bir otomobil motorunun krank miline baglanan ve ayni
zamanda disli cark olarak gérev yapan bir eylemsizlik ¢arki gosterilmistir.

Mile, kiitlesel eylemsizlik momenti I, olan bir eylemsizlik ¢arki baglandiginda
3(9) =1, + 1+ 1(¢) (6.2.12)
olacagindan (6.2.11)

1do® _ M(9.0)-Cloyo’ (6.2.13)
2 de I, +1+1() o

seklini alir. Kuramsal olarak, I, nin yeterince biiyiik se¢ilmesiyle hiz degisimleri
istenildigi kadar kiigiik kilinabilir ise de uygulamada I, nin keyfi olarak biiyiitiilmesi
olanaksizdir. Bunun, makinanin hacim, agirlik ve maliyetinin sinirl tutulmasi gibi
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Bilezik digli Bilezik disli

,,,,,,,,,,,,,,,

Krank mili Eylemsizlik ¢arki

Mubhafaza

Sekil 6.2.2 Bir Otomobil Motorunun Krank Miline Bagli Eylemsizlik Cark1

pratik gerekceleri yaninda bir de dinamik gerekcesi vardir. Biiyliyen eylemsizlik,
makinanin yol alma evresinde nominal hiza ulasma siiresinin, durma evresinde ise
durma siiresinin uzamasina yol agar. Sekil 6.2.3 te, Boliim 4.5.2.2 de incelenmis olan
taglama makinasinin yol alma ve stasyoner hareket evreleri, farkli I degerleri i¢in
cizdirilmistir. Bu sekilden, artan I nin hiz dalgalanmasini azaltirken yol alma siiresini
uzatist agikca goriilmektedir.

Biitiin bu nedenlerle, eylemsizlik carkinin, & dalgalanma katsayisini kabul
edilebilir degere ¢ekmek icin yeterli olandan daha biiyiikk secilmemesi gerekir.
Asagida, gerekli eylemsizlik ¢arkinin hesaplanmasi problemi ele alinacaktir.

o [rad/s]

¢ [rad]

Sekil 6.2.3 Eylemsizlik Carkinin Etkisi
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6.2.3.2  Eylemsizlik Carki Hesabi

Eylemsizlik ¢arki hesab1 denildiginde, bir makina milinin belli bir o ortalama

hiziyla donerken hiz dalgalanma katsayisinin verilmis bir 6 degerini almasini
saglamak {izere bu mile baglanmas1 gereken eylemsizlik c¢arkinin I, kiitlesel
eylemsizlik momentinin hesabi anlagilir.

Kuskusuz makina hareket denkleminin analitik ya da sayisal yoldan ¢oziilmesi
yani makina hareketinin simiilasyonunun gerceklestirilmesi halinde (Sekil 6.2.3 teki
gibi), ek bir hesaba gerek duyulmaksizin bir ka¢ deneme yanilmayla gerekli I, nin
belirlenmesi her zaman olanaklidir. Ancak biz burada eylemsizlik ¢arki hesabinin
daha spesifik bir yolu lizerinde durmak istiyoruz.

Bu amacla (6.2.13) bagintis1 ele alinir, burada sabit terime I, nin katilmasiyla,
degisken terimin sabit terimler yaninda kii¢iik kalacagmma dayanilarak

I, + I+ T((p) =1, +1 yaklasiklig1, ayrica eylemsizlik ¢arki kullanildiginda mil hizinin
ortalama degerden sapmalarinin goz ardi edilebilir mertebede kalacagina dayanilarak
o = o yaklasiklig1 yapilirsa

Lty +1)-do? = m(e.0)-dp (6.2.14)
yazilabilir. Burada
— — —2
m(, ) = M(g,®) -C(¢)-® (6.2.15)

makinaya o hizinda etkiyen tiim (gercek ve kurgusal) kuvvetlerin mile indirgenmis
esdeger momentini temsil etmektedir. (6.2.14) esitliginin her iki yani, hizin minimum
oldugu durumdan (Quin,®miy diyelim) hizin maksimum oldugu duruma

(Pmaks> ®maks diyelim) kadar integre edilerek

2

| _ maks ) Pmaks _

Hiy+1) [ do?= [m(e.o)-do (6.2.16)
0)2 Pmin

min
yazilabilir. Bu esitligin sol tarafi, (6.1.1) ve (6.1.3) tanimlarinin da animsanmasiyla

(IV + i) (O)%naks - wfznin): (IV + i) ((Dmaks ~ Omin (mmaks+mmin) - (IV + i) 5- 0_)2

2
(6.2.17)

8 |—

verir. Sag taraf ise m((p,g)) momentinin, hiz minimumdan maksimuma ulasincaya
kadar yaptig1 isten baska bir sey degildir. Bu is
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Pmaks _
AW = [m(¢,0)-do (6.2.18)

Pmin
seklinde gosterilirse, (6.2.17) ve (6.2.18) ile (6.2.16) ya doniilerek

I, =A% -1 (6.2.19)
o™

elde edilir. Bu baginti, eylemsizlik carki hesabinin aranan bagintisidir. AW nin

belirlenebildigi her problemde, buradan, makinanin © ortalama hiziyla ve dalgalanma
katsayis1 0 olacak bigimde caligmasini saglamak iizere mile baglanmasi gereken
eylemsizlik carkinin I, kiitlesel eylemsizlik momenti hesaplanabilir.

AW nin belirlenmesinde kars1 karsiya kalinan en biiyiik sorun, hizin minimum
ve maksimum oldugu makina konumlarinin belirlenmesi sorunudur. Esasinda
stasyoner hareket evresinde makina hareketi genellikle ¢ konumuna goére peryodik
oldugundan, ¢ = 2kn peryodu igerisindeki hiz ekstremumlarinin bulunmasi yeterlidir.

Hizin bir peryod igerisinde tek bir minimuma ve tek bir maksimuma sahip oldugu
problemlerde bu ekstremumlarin ortaya ¢iktigi konumlar genellikle kolayca
belirlenebilir ise de bir peryod igerisinde bir ¢ok yerel minimum ve maksimumun
bulundugu problemlerde hesapta gerekli olan genel minimum ve genel maksimumun
belirlenmesi zorlu bir problem olusturur. Boyle durumlarda kullanilmak {izere yari
grafik yar1 analitik bir yontem gelistirilmistir. Simdi Radinger Yontemi ad1 verilen bu
yontemi ele alalim.

Radinger Yontemi:

Hizin ekstremum oldugu makina konumlarinda, ekstremumun gerek kosulu
olarak

dco2 _
E =0 (6.2.20)

olmalidir. Oysa (6.2.14) e gore bu

m(,®) = 0 (6.2.21)

olmasim gerektirir. (4.5.1) ve (6.2.8) bagintilar1 yardimiyla m((p,o_)) bilesenlerine
ayrilarak yazilirsa bu kosul

(9, 0) = [Mg(0.0) My (9)Me (0.0)] - [My(9.01My (9.0)] = 0
(6.2.22)
ya da buradaki pozitif ve negatif terimler
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m(@, ®) [N.m]

0 i . 3m 4x
(peryod)
@ [rad]

Sekil 6.2.4 Radinger Yontemi

M (¢, ®) = M (0,00 My (0)+M¢ (9.0)]

(6.2.23)
M (9,0) = [My(0.00+Myy (0.0)
seklinde gruplanarak
m(e,m) =M (¢,0) ~ M (¢, 0) =0 (6.2.24)

seklinde yazilabilir. Buradaki M+((P, 0_)) ve M (o, 0_)) momentlerinin makina
hareketinin bir peryoduna karsilik gelen kisimlari ayni M-¢ diyagramina cizilirse
(Sek. 6.2.4), iki egrinin kesisme noktalar1 (6.2.24) esitliginin saglandigi, dolayistyla
da hizin ekstremum oldugu ¢ konumlarini belirler. Bu konumlar ¢, @5, ...,Q,
(peryodiklikten ¢@,=¢;) olsun. Ayrica bu iki egri arasinda hapsolan alanin da
M+((P, 0_3) nin {istte oldugu boélgelerde pozitif, M_((P,a)) nin {istte oldugu

bolgelerde negatif olmak lizere m(¢, 5) momentinin yaptigi
[m(e,m) - do = [ M (9,0)-M " (¢,0) |- dp isini gosterecegi agiktir. Buna gore
m(@,®) momentinin, hizin ekstremum deger aldigi ardisik ®j-¢j;1 noktalar

arasinda yaptig1 isler, olgekli diyagram tizerinden olgiilerek W5, W3, ... seklinde

belirlenebilir. Bunlara ig fazlaliklar: ad1 verilir. Kolayca anlasilacagi gibi pozitif bir
Wi is fazlaligi, ®; de bir yerel hiz minimumu, Pji1 de ise bir yerel hiz

maksimumu bulundugunu; negatif bir W,y is fazlaligi ise, @; de bir yerel hiz
maksimumu, ¢;; de bir yerel hiz minimumu bulundugunu gosterir. Genel minimum

ve maksimumun ortaya ¢iktig1 konumlart bulmak i¢in
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Wio
Wiz = Wip + Wp3
Wiy = W3+ Wiy

(6.2.25)

Witn-1) = Witn-2) * Wn-2)(n-1)

Wln = Wl(n—l) + W(n—l)n =0

birikimli is fazlaliklarmin hesaplanip

(peryodiklikten)

birbiriyle karsilastirilmasi yeterlidir. Bunlardan

en biiyiikk degere sahip olam1 Wy, en kiigliik degere sahip olani ise Wy, olsun.

Buradan hizin genel maksimumunun ¢p; noktasinda; genel minimumunun ise @,

noktasinda ortaya ¢ikacagi anlasilir.
artik kolayca

AW = Win = Wi

seklinde hesaplanir.
ORNEK PROBLEMLER
Problem 6.2.1
Eylemsizlik
carki
Motor
S
? [ H
N y
[y - S

Sekil Pr. 6.2.1-1 Zimba Makinas1

Coziim:

Eylemsizlik ¢arki hesabinda gerekli olan AW de

(6.2.26)

Sekilde krank-biyel mekanizmasi esasl
bir zzimba makinas1 gdsterilmistir. Makina bir
kayis-kasnak mekanizmast yardimiyla  bir

elektrik motoru tarafindan, krank mili n =120
d/dak ortalama hiziyla donecek bigimde
calistirilacaktir. Krank milinin her devrinde bir
zimbalama islemi yapilacak, bu islem devrin 1/6
st kadar siirecek ve zimbalanacak malzemenin
cinsine, et kalinligina ve agilacak deligin ¢apina
bagl olarak en ¢ok W,,, =3600 N.m lik bir is

yapilmasini gerektirecektir. Krank miline bagl
kasnagin aym1 zamanda bir eylemsizlik carki
olarak  degerlendirilmesi  diisliniilmektedir.
Motor ve makinanin kasnak disindaki uzuvlar
dikkate alindiginda, makinanin mile indirgenmis
eylemsizlik momentinin sabit kismi I =25
kg.m® olarak bilindigine ve mil hizindaki
dalgalanmalarin + 12 d/dak sinirlari igerisinde
kalmas1 istendigine gore kasnagin kiitlesel
eylemsizlik momenti I, ne olmalidir?

Ilk bakista zorlu bir problem gibi goriilen bu problem kimi kabul ve
yaklagikliklar ¢ergevesinde ¢ok basit bir bigimde ¢oziilebilir. Bu amagla ilkin, bu
makina Ozelinde is ve calistirma momentleri yaninda géz ardi edilebilir mertebede
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kalacaklar1 diisiincesi ile, olasi sonliim kuvvetlerine, agirlik kuvvetlerine ve sabit
hizdaki eylemsizlik kuvvetlerine iliskin momentleri ihmal etmeyi kararlagtiralim:
M; =0, M =0, M,=0. Boylece geriye sadece makinadan enerji ¢eken is
momenti ile makinaya enerji veren calistirma momenti kalir. Buna gore bir rejim
olusmasi i¢in motorun makinaya her devirde, zimbalama icin gereken W,,,,, isine esit
enerji vermesi gerekir. Ote yandan makina milinin ortalama hizi

— _ 27mn _ 27120 _ :
o =< 60 4m rad/s (1)

olduguna gore her devir

T=2t=21_055 (ii)

®  4n

siirecektir. Bdylece, kullanilacak motorun ortalama giiciiniin

Wam _ 3600 _
T =05 = 7200 watt (iii)

Gy =
olmas1 gerektigi anlagilir. Bu makinada en diisiik mil hizinin zimbalama isleminin
bitis an1 civarinda, en yiiksek mil hizinin ise bu islemin baglama ani civarinda ortaya
cikacagi aciktir.  Zimbalama isleminin ise 1/6 devir siirecegi bilinmektedir.
Eylemsizlik ¢arki sayesinde mil hizinin yaklasik olarak sabit kalacagi diisiiniiliirse bu
T/6 kadarlik bir siire demektir. Buna gore eylemsizlik carki hesabinda gerekli olan
AW enerjisi, bir zimbalamanin sonundan yeni zimbalamanin baglangicina kadar
gececek olan 5T/6 kadarlik siirede tek basina etkiyen motorun sisteme verecegi
enerjiden ibarettir. Mil hizinin sabit kalacagi kabuliinlin, ayn1 zamanda, elektrik
motorunun moment ve giiciiniin de yaklasik olarak sabit kalacagi anlamina geldigi
diistintiliirse bu enerji

AW =

AN |

T-Gp =2-0.5-7200=3000 J (iv)

seklinde hesaplanabilir. Ote yandan, hiz dalgalanma katsayisinin istenen degeri de

§ = Mmaks~Mmin _ (0+12)-(0-12) _ 24 _ 24 _ 1
- - - 1205 (v)

olarak bellidir. Bu verilerle eylemsizlik ¢arki olarak kullanilacak kasnagin kiitlesel
eylemsizlik momenti

[, =AW _1_-_3000 _75=~70 kg.m> vi
Vo sl 1/5-(471)2 ¢ v

olarak hesaplanir.
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Bu makinada eylemsizlik carkinin gordiigii islev lizerine biraz diisiiniilecek
olursa, motorun zimbalama islemi disinda verdigi enerjiyi kinetik enerji bigiminde
depolayan ve bu islem sirasindaki ani hiz diistimii sirasinda sisteme iade eden bir
enerji deposu olarak gorev yaptigi anlasilir. Eylemsizlik ¢arklari, bu islevleriyle,
incelenen zzimba makinasinda oldugu gibi ¢alismasinin kisa bir evresinde biiylik enerji
harcamas1 gerektiren makinalarda yaygin olarak kullanilir ve bir yandan bu
makinalarin diizgiin ¢aligmasini saglarken bir yandan da motordan enerji alimim
zamana yayarak gerekli motor giiciinii kiictltiirler.

Bu problemi kapatmadan, burada yapilan hesabin Radinger Yontemi ile
iliskisinin  kurulmast da Ogretici olabilir. Coziimde yapilan G, = sabit,
o = @ = sabit kabullerinin, motorun verdigi ¢calistirma momentinin de

M, = Sm _ 7200 _ 577 96 Nm (vii)

¢ w© 4
degerinde sabit kalmasi anlamima geldigine dikkat edilir, bunun yanisira Mg =0,

My =0 ve M, =0 kabullerinin de yapildig1 animsanirsa bu problemde
M" (¢, 0) =M =572.96 Nm, M (¢,0) =My, (viii)

almmis oldugu anlasihr. Bu momentlere karsilik gelen m(¢) diyagrami Sek.

Pr.6.2.1-2 de verilmistir. Bu diyagram yardimiyla Radinger yontemi kullanilarak
yapilacak hesabin yukaridaki ile ayn1 sonucu verecegi kolayca goriilebilir.

mI.G..:

S22 Han
[} \ I.
|
"1':5\. ¥
3

Sekil Pr.6.2.1-2
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Problem 6.2.2

m(p, ®) [N.m]

t A2 My(e.®)=M"(¢.®)
300 —

w(<p ®)=M" (0, 0)
200 —| Az,

A A A

0 —

0 W [rad]
-100 —

Olgek: 1ecm=100 Nm, 1em=0.357 rad

Sekil Pr.6.2.2

Sekilde, sabit diren¢ momenti etkisi altinda c¢alisan tek silindirli, 4 zamanli bir

benzin motorunun, krank milinin n =3500 d/dak ortalama hiziyla donmesi haline
iligkin dondiirme ve i momenti diyagramlarinin bir peryodluk kismi gosterilmistir.
Bu motorun caligmasi sirasinda hiz dalgalanma katsayisinin 6 =1/250 olmasi

istendigine, motorun mile indirgenmis eylemsizlik momentinin sabit kismu1 I = 0.35
kg.m2 olarak bilindigine ve sekilden, is fazlaliklarinin alan karsiliklar

Ay =+2.94 cm®  Ay3=—-175cm’® Ay =+0.81 cm’
Ays=-138 cm®>  Ase=+088 cm® Ay =—1.50 cm’

seklinde belirlendigine gore krank miline baglanmasi gereken eylemsizlik g¢arkin
hesaplayiniz.

Coziim:

Verilenlerden, birikimli is fazlaliklarinin alan karsiliklar

Ap3=Ap+A, =42.94-1.75=+1.19 cm’
Als=A3+Azq =+1.19+0.81=42.00 cm’
Als =Ajq+Ays =4+2.00-1.38 =+0.62 cm’ @)

Al_g=Al_5+As5 ¢ =+0.62+0.88=+1.50 cm’
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A7 =Ajg+Ag =+1.50-1.50=0 cm® ............. — Aim

seklinde hesaplanir. Birikimli is fazlaliklarinin karsilastirilmasindan, en yiiksek hizin
en biiyiik birikimli is fazlaligina karsilik gelen 2 noktasinda, en diisiik hizin ise en
kiiciik birikimli is fazlaligina karsilik gelen 7=1 noktasinda ortaya c¢ikacagi
anlasilmaktadir. Sekil dl¢egi yardimiyla enerji/alan 6lgeginin

k ~ 100Nm % 0.35nrad =357 J/Cm2 (11)
€@ = cm cm

olduguna da dikkat edilerek eylemsizlik ¢carki hesabina gegcilirse

L. = AW _i: Wim = Win _i: kea(AlM_Alm)_i (111)

V' sw? 5-w? S(Lﬁ)z
30

seklinde hesap yapilarak

_ 35m[+2.94-0]
v 1 .(nssoo)z

250 \ 30

I 0.35=0.25 kg.m* (iv)

bulunur.

Bu problemde oldugu gibi, i¢ten yanmali motorlarda, bu motorlarin verdigi
dalgali dondiirme momentine karsin diizgiin bir hareket elde edebilmek igin,
eylemsizlik carklar1 kullanilir. Krank miline baglanan bu carklar, genellikle, kam mili,
sarj dinamosu, sogutma pervanesi vb. gibi ikincil mekanizmalara gii¢ ileten bir
mekanizmanin da parcasi olacak bigimde tasarlanirlar (Bkz. Sek. 6.2.2).

124



7 MAKINALARDA KUVVET COZUMLEMESI

7.1 GENEL BELIRLEMELER

Makinalarda kuvvet ¢oziimlemesi denildiginde, makina uzuvlarinin, baglanti
halinde bulunduklar1 eleman c¢iftlerinde birbirlerine uyguladiklar1 etkilesim
kuvvetlerinin hesab1 anlasilir. Bu kuvvetlerin hesabi, hem baglanti elemanlarinin hem
de makina uzuvlarinin dayanima gore boyutlandirilmasinda biiylik Onem tasir.
Kuvvetlerin hesaplanmak yerine tahmin edilmesine dayali bir boyutlandirma, diisiik
tahmin halinde makinanin harap olmasina, yiiksek tahmin halinde ise gereksiz yere
agir, hantal ve pahali makinalarin ortaya ¢ikmasina yol acar. Bu ylizden, 6zellikle seri
iiretilecek makinalarda, bu makinalarin benzerleriyle rekabet edebilmesi isteniyorsa
gerekli dayanima sahip en hafif makinanin tasarlanmasi, bunun i¢in de kuvvet
¢Oziimlemesi bir zorunluluktur.

Bilindigi gibi makina uzuvlarinin eleman g¢iftlerinde birbirlerine uyguladiklari
kuvvetler kisit kuvvetleridir. ~Makina dinamigi incelemelerinde su ana kadar
kullanmis oldugumuz analitik mekanige 0zgii yontemler ise bu kuvvetleri hesap
disinda birakma istiinliigline sahip olduklar1 i¢in yeglenmis olan yontemlerdir.
Amacin dogrudan dogruya bu kuvvetlerin hesaplanmasi oldugu su anda bu
istiinliiglin bir kusura doniisecegi ortadadir. Bu yiizden, makinalarda kuvvet
coziimlemesi problemi, vektorel mekanige 6zgli yontemlerle ele alinir. Burada da
boyle yapilacaktir.

Daha 6nce oldugu gibi kuvvet ¢oziimlemesinde de inceleme ideal, holonomik
kisitlara sahip, diizlemsel hareket yapan diizlemsel uzuvlardan olusan tek serbestlik
dereceli makinalarla sinirh tutulacaktir.

7.2 KUVVET COZUMLEMESI PROBLEMI VE COZUMU

Makinalarda iki hareketli uzvu birbirine baglayan adi eleman ciftlerine mafsal,
hareketli bir uzvu hareketsiz uzva baglayan adi eleman giftlerine ise yatak adi verilir.
Bununla baglantili olarak adi eleman ciftlerinde ortaya cikan kisit kuvvetleri de
mafsal ve yatak kuvvetleri olarak adlandirilir. Diizlemsel makinalarda doner ve kayar
olmak {izere yalnizca iki tip adi eleman cifti bulunabilir. Simdi, kisaca, bu iki tip
mafsal/yatakta ortaya ¢ikacak kisit kuvvetlerine goz atalim:

Doner mafsal/yataklarda (Sek. 7.2.1-a) bir araya gelen i ve j uzuvlar
birbirlerine, etki cizgileri ideal siirtlinmesiz kisit halinde mafsal/yatak ekseninden

gecen, siddet, dogrultu ve yonleri 6nceden bilinmeyen RY ve RI' = —RY kuvvetleri

uygularlar. (Burada ve izleyen boliimlerde, RY gosterilimi, i. uzvun j. uzva
uyguladig1 tepki kuvvetini gostermekte kullanilacaktir.) Buna gore, her doéner
mafsal/yatakta, kuvvet ¢oziimlemesi problemi bakimindan bir vektorel bilinmeyen
s0z konusu olacaktir. Diizlemsel makinalarda diizlemsel vektorler s6z konusu
oldugundan bu iki skaler bilinmeyen demektir.
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(a) Doner Eleman Cifti (b) Kayar Eleman Cifti (¢) Yiksek Eleman Cifti

Sekil 7.2.1 Makinalarda Kisit Kuvvetleri

Kayar mafsal/yataklarda (Sek. 7.2.1-b) ise iki uzuv genelde en az iki noktada
temas halindedir. Dolayisiyla birbirlerine uygulayacaklari etkilesim kuvvetleri de en
az iki kuvvetten olusan bir kuvvet sistemi seklindedir. Bdyle kuvvet sistemlerinin

keyfi secilecek bir P noktasina indirgenerek, P'ye etkiyen bir N1 (Nji = —Nij)

bileskesi ve P c¢evresindeki momenti mil (Mji .V gl ) olan bir kuvvet ¢iftiyle
temsil edilebilecegi bilinmektedir. Ideal siirtiinmesiz kisitlara sahip diizlemsel

makinalarda NY  vektriiniin dogrultusu, hareket diizlemi igerisinde, kayma

dogrultusuna dik olarak, MY vektoriiniin dogrultusu ise hareket diizlemine dik olarak
bellidir. Buna gore kayar mafsal/yataklarda kuvvet ¢oOziimleme probleminin

bilinmeyeni olarak yalnizca N ve MU vektorlerinin isaretli siddetleri kalir ki bu da
iki skaler bilinmeyen demektir.

Ote yandan, yiiksek eleman ciftlerinde de (Sek. 7.2.1-c) iki uzvun birbirlerine

uygulayacaklari N1 (Nji = —N1 ) etkilesim kuvvetlerinin dogrultusu, ideal
siirtlinmesiz kisit halinde ortak normalin dogrultusu olarak bellidir. Buna gore yiiksek
eleman ciftlerinde kuvvet ¢oziimleme probleminin tek bir skaler bilinmeyeni vardir.

Buda NY kuvvetinin siddetidir.

Y i
R
-/'
. ai
Pjj ki
. i o R*
J J ‘zr"'y.\
Mjl Al 3 1 — t'/ :_X
r') 7\
M %
F 1 (mj,lsi)

Sekil 7.2.2 i-inci Makina Uzvunun Kuvvet Coziimlemesi
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Biitlin bu sdylenilenlerden, ideal kisitlara sahip diizlemsel bir makinada kuvvet
¢Oziimlemesi probleminin, e; makinadaki toplam adi eleman ¢ifti sayisini, e, ise
makinadaki toplam yiiksek eleman ¢ifti sayisin1 gdstermek tizere

s=2-e1+e2 (7.2.1)
adet skaler bilinmeyen igerecegi anlagilmaktadir.

Coziimde kullanilacak denklemlere gelince, bunlar, diizlemsel hareket yapan
diizlemsel birer rijid cisim olan makina uzuvlarinin hareket denklemlerinden ibarettir.
Bu denklemlerin nasil yazilacagini gérmek tizere Sekil 7.2.2 deki i. makina uzvunu
g0z Oniine alalim ve bu uzvun, j. makina uzvuyla ortak bir eleman ¢iftine sahip
oldugunu diisiinelim. Bir kural olarak, ilgilendigimiz uzvun kiitle merkezi S; yi
baglangi¢ kabul eden S;;x,y eksen takimlarinda ¢aligmay1 ve -varsa- uzva etkiyen F,
M' gibi verilmis kuvvet ve momentleri kesin g¢izimlerle gosterirken RY gibi
hesaplanacak kisit kuvvetlerini dalgali ¢izimlerle gostermeyi kararlastiralim.

Bunlarin  yanisira 1. uzvun kiitlesi m;, kiitle merkezinin ivmesi
a; =X;-i+Y¥;-j, kiitle merkezine gore eylemsizlik yarigap1 iSi , agisal ivmesi a; ile

gosterilir, ayrica, hesaplarda gerekli yer vektorleri ¢ =r, ity o kuvvet vektorleri

F =F; -i+Fy -j seklinde bilesenlerine ayrilarak diistinilir ve moment hesaplarinda

gerekli vektorel ¢arpimlar rx F =1, Fy —r Fy seklinde ifade edilirse 1. uzvun hareket

denklemleri, kiitle merkezinin hareketine iliskin 2 denklem ve cismin kiitle merkezi
cevresinde donmesine iliskin 1 denklem olmak {izere

mi%; = F + YR (7.22)
J
J

m; -iéi oy =M; +1l -F}i, —r}i, -Fl nLZ(r)I(J R%,l —r;j -R£)+ ZMji (7.2.4)

J J

seklinde yazilabilir. Bir uzuv i¢in ii¢ skaler hareket denklemi s6z konusu olduguna
gore, n uzuvlu bir makinanin n-1 adet hareketli uzvu i¢in, toplam

d=3-(n-1) (7.2.5)
denklem yazilabilecektir. Kuvvet c¢oziimlemesi probleminin denklem-bilinmeyen
dengesi i¢in bu saymin (7.2.1) deki bilinmeyen sayisina esit olmasi gerekir. Oysa tek
serbestlik dereceli diizlemsel makinalarin

f=3-(n-1)-2-e +ey)=1 (7.2.6)

kosulunu sagladiklar1 bilinmektedir. Buna gore tek serbestlik dereceli diizlemsel
makinalarda
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d-s=1 (7.2.7)

esitligi gecerlidir. Yani kuvvet ¢éziimleme probleminin denklem sayist bilinmeyen
sayisindan bir fazladir. Bunun nedeni d =3-(n—1) adet denklemin birbirinden
bagimsiz olmayip, aralarinda, makina hareket denklemi saglanacak bi¢cimde bir bag
bulunmasidir. Kuramsal olarak, makina hareket denklemi kullanilarak denklem say1s1
bir eksiltilebilir ise de bu kolay bir is degildir. Uygulamada bunun yerine probleme
ek bir bilinmeyen katarak bilinmeyen sayisiyla denklem sayisinin bu yoldan
denklestirilmesi yeglenir. Bu ek bilinmeyen makinanin ¢alistirma kuvvetidir.

Ote yandan, makina bir biitiin olarak ele alindiginda kuvvet ¢dziimleme
probleminin bilinmeyen ve denklem sayisi birbirine esit olmamakla birlikte,
makinanin birbirine komsu uzuvlarindan olusturulacak kiigiikk uzuv gruplarinda bu
esitligin saglanmasi miimkiindiir. Boyle bir grupta uzuv sayis1 n’, tizerindeki kisit
kuvveti hesaplanacak adi eleman ¢ifti sayist ef, lizerindeki kisit kuvveti hesaplanacak

yiiksek eleman ¢ifti sayisi e ise, anilan esitligin saglanma kosulunun
3-n"—(2-ej+e5)=0 (7.2.8)

olacagi aciktir. Bu kosulu saglayan uzuv gruplarma elemanter grup adi verilir.
Makinanin elemanter gruplara ayrilmasiyla, kuvvet ¢éziimleme problemi, daha az
bilinmeyen ve daha az denklemden olusan kismi problemlere ayrilarak ¢oziilebilir.

Makinalarda kuvvet ¢6ziimlemesi probleminin ¢oziilebilmesi igin, (7.2.2-4)
denklemlerinde R kisit kuvvetleri disindaki tiim biiyiikliiklerin biliniyor olmasi
gerekir. Yani tiim makina uzuvlarinin eylemsizlik 6zellikleri (m;,;, ), makinaya

etkiyen -¢alistirma kuvveti disindaki- tiim kuvvetler (Fi, Mi) ve makinanin kinematik
¢oziimleme sonuglari elde olmalidir. Biitiin bunlar bilindiginde (7.2.2-4) denklemleri
R" bilinmeyenleri igin bir lineer cebirsel denklem takimi goriiniimiinii alir ve
kolaylikla ¢oziilebilir. Hareket denklemi kapali formda yazilip ¢oziilebilen basit
yapidaki bazi makinalarda kuvvet ¢éziimlemesi de analitik yoldan gerceklestirilebilir
ise de, genelde bu problem, nokta-nokta ¢oziilmesi gereken bir problem olusturur.

Burada kisaca, kuvvet ¢dziimlemesi probleminde girdi olarak kullanilacak
kinematik ¢Ozlimleme sonuglarinin nereden gelecegi iizerinde durulmasi yerinde
olacaktir. Ya diger tiim veriler yaninda makinaya etkiyen g¢alistirma kuvveti de
veridir ve makina dinamiginin diiz problemi ¢oziilerek makinanin hareketi elde
edilmistir. Buradan elde edilen kinematik verileriyle kuvvet ¢éziimlemesi problemi
cozilir ve kisit kuvvetlerinin yanisira calistirma kuvveti yeniden hesaplanarak
problem tamamlanir (Sek. 7.2.3-a). Ya da istenen bir hareket ve onun kinematigine
iliskin bilgiden yola ¢ikilarak makina dinamiginin ters problemi ¢oziilecektir. Bu
durumda eger kuvvet coziimlemesi problemi ¢dziilecekse, bu ¢oziim calistirma
kuvvetini de iireteceginden ters dinamik probleminin ayrica ¢oziilmesi gereksiz hale
gelir (Sek. 7.2.3-b).
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Sekil 7.2.3 Kuvvet Coziimleme Probleminde Olas1 iki Senaryo

J

Makinalarda kuvvet ¢oziimlemesine iligkin olarak yukarida sdylenilenlerin
tamami, bir statik denge konumunda hareketsiz duran makinalar i¢in de gecerlidir.
Bu halde, yukaridaki (7.2.2-4) denklemleri yerine bu denklemlerde X; = y; =a; =0

konularak elde edilen

(7.2.9)

(7.2.10)

0=M; +ri -Fl —rl .Fl +Z(r}§ RI ] .R£)+2Mﬁ (7.2.11)

denklemleri gegerli olacak ve ¢alistirma kuvveti ile ilgili olarak sdylenilenleri denge
kuvveti i¢in anlamak gerekecektir.
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ORNEK PROBLEMLER

Problem 7.2.1

R

Sekil Pr.7.2.1-1

Sekildeki krank-biyel mekanizmasi esasl
makinanin kranki sabit ®=10 rad/s hiziyla

dondiiriilmek istenmektedir. Makinada
biyel, F' kuvvetinin etkisi altinda
bulunduguna ve  piston  disindaki

uzuvlarin kiitleleri goz ardi edildigine
gore, biitiin mafsal ve yatak kuvvetlerinin
ve bu hareketi saglamak {izere kranka

uygulanmast gereken calistirma
momentinin  makinanin  @=45° ile
tanimlanan  konumundaki  degerlerini
hesaplayiniz.

AoA=1,=30 cm, AB=1;=70 cm, A,S,=S,A, AS;=S;B, m;=2 kg, F*=100 N, p=30°

Coziim:

[Ikin krankin ¢=45°, =10 rad/s, a=0 seklinde verilen konum hiz ve ivmesi
icin kinematik ¢6zlimleme gerceklestirilerek

0 =342.36°, 0 = gereksiz, 0 = gereksiz,
x = gereksiz, x = gereksiz, ¥ = —21.89 m/s (1)

hesaplansin.

Ardindan 3 ve 4 numarali uzuvlardan olusan uzuv grubunun bir

elemanter grup olduguna dikkat edilerek bu grup ele alinsin. Bu gruptaki 3 numarali

uzuv icin, sekil yardimiyla ve my =0 ile

myky =0=F +RZ R}

msy3 =0="F +R} —Ry’

(i)

2 A 32523 32523 345,34 345,34
m31,s36—0—rX Ry —1y"RY” — "Ry +15 'Ry

ve 4 numarali uzuv igin, ¥4 =0, =0 ile
1’1’145(.4 = 1’1’145& = Ri4
1’1’145’4 =0= R14 + R:;,4

2 A 14
m4ls464 =0=M

(iii)

elde edilir. Istenirse (ii) ve (iii) denklemleri matris-vektor gosterilimiyle
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Birinci Elemanter Grup (3 ve 4 no. lu Uzuvlar) 2 no. lu Uzuv

Sekil Pr.7.2.1-2

10 -1 0 o0 0] |RP| [-F

0 1 0 -1 00| [R$| |-F

—r§2 2 r$4 240 0 | R¥| | o )
0 0 1 0 00 R* |myk

0 0 0 1 1 0f]|gl4 0

L0 0 0 0 0 1 |yH4 | o0

seklinde de yazilabilir. Bu denklem R>2(3 ,R§,3,R’:’(4,Ry§4,R14,M14 bilinmeyenleri

icin hemen c¢oziilebilir ise de biz simdilik devam edelim ve sekil yardimiyla
makinadan geriye kalan 2 numarali uzvu ele alalim. Bu uzuv i¢in de m, =0 ile

1’1’125(.2 =0= R;z —R)2{3

. 12 23
m2y2 =0= Ry — Ry (V)
mai2 0 = 0= M, ~PRE + PRD + 2RI -2 R

yazilabilir. Buradaki R?,R%} bilinmeyenleri (iv) denklem takimindan ¢oziilerek

burada bilinen olarak degerlendirilebilir. Bdyle diisiiniilerek (v ) denklemleri matris-
vektor gosterilimiyle yazilirsa

10 o] R R2

0 1 0[4Ry}= R} (vi)
_ 21 21 23523 23523

I'y I'X 1 MQ Iy Ry _ry RX
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elde edilir. (iv) ve (vi) denklemleri, makinada kuvvet ¢6ziimlemesi probleminin
elemanter gruplara ayirma yoluyla ¢oziimiinii temsil etmektedir. Hemen goriildigi
gibi bu yol izlendiginde 9 bilinmeyen 9 denklemlik kuvvet ¢éziimleme problemi 6
bilinmeyen 6 denklemlik ve 3 bilinmeyen 3 denklemlik iki kisma ayrilmis olmaktadir.
Eger problem elde ¢oziilecekse bunun isi ne kadar kolaylastiracagini belirtmek bile
gereksizdir. Ancak ¢ogu kez problem bilgisayar yardimiyla ¢oziiliir ve elemanter
gruplara ayirmanin ciddi bir gerekgesi kalmaz. Bdyle durumlarda problem bir biitiin
olarak formiile edilebilir. Bizim problemimizde bu yapilirsa

(1 0 -1 0 00 0 0 0] |RZ® [_p3
X
0 1 0 -1 00 0 0 0f|RFl |_p
32 32 34 34
ot o - 000 0 0 0] |RM 0
0 0 1 0 00 0 0 0 |R* |mg
0 0 0 1 1 0 0 0 O0].spl4+=4 0 (vii)
0 0 0 0O 01 0 0 0] |pm!4 0
— 12
1 0 0 0 0 0 1 0 0 R 0
0 -1 0 0O 00 O 1 0 Rlyz 0
' - 0 0 00 -t ox! 1] M, 0
elde edilir. Buradaki katsayilar matrisi ve sag taraf vektoriinlin elemanlari
21 . . . 21 21 :
r =—r72(coscp'1+sm(p-3) — Iy =—%COS(P, Iy =—%SIH(P
3 :%(cosq)-i+sin(p-J) — rf3 —%COS(P, T}%3 :%sin(p
r? = —%(cose-i+sin6-j) — rgz = —%cos@, r§',2 = —%sin@ (viii)

34 _ 13 34 _13 34 _13 .
ro’ = 2(cosE) i+sing-j) —» ;" = 5080, 1y" ==-sin6

F> = F[cos(0+P)-i+sin(0+B)-j]— F; = F cos(0+P), F; = Fsin(0+p)

seklinde bellidir.  Istenirse bu degerler (vii) de yerlerine konularak kuvvet
cozlimlemesi probleminin her konumda gegerli bir formiilasyonu elde edilebilir ise de
biz burada ¢@=45° konumundaki ¢6ziimleme ile yetinecegiz. Bu amagla (i) deki
coziimleme sonuclariyla (viii) den

2! = -10.606cm, ry21 ~10.606cm, 2> =10.606cm, y23 —10.606¢m

o2 = -33354em, 1,0 =10.606em, 1y =33.354em, 1t

v = —10.606 cm
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F; = 97.682N, F; = 21.405N (ix)

hesaplanip (vii) ye doniiliirse

[ 0 1 0O 00 0 0 0] |[R®| [(-97682
0 1 0 1 00 0 0 0| |R| |-21405

0.10606 033354 0.10606 033354 0 0 0 0 of |R¥ 0
0 0 1 0 00 0 0 0Of R} [-43780

0 0 0 1 10 0 0 0[dpl4t={ 0

0 0 0 0O 01 0 0 0] M4 0

| 0 0 0 00 -l 0 0| |Rr2 0

0 | 0 0O 00 0 -1 0] |RI2 0

1010606 —0.10606 0 0 0 0 010606 ~0.10606 1] |, 0
(%)

bunun ¢oziilmesiyle de

RY =-141.462N, R}? =18.749N —

12

R
R!Z = \/(le)2 +(R1y2)2 =142.699N, /R'? = tan_l(%j =172.45°
RX

R} =-141462N, R}’ =18.749N —

R23
R% = \/ (Rff)z + (R§3)2 =142.699N, /R* = tan_l[%J =172.45°
RX

Ry* = -43.780N, R}' =40.154N —

34
R
R = \/ (Ri“)z + (R§,4)2 = 59.406N, /R = tan_l[%] =137.47°
RX

R'* = -40.154N, M'* =0, M_ =33.984 N.m

elde edilir. Buradaki hesaplar gesitli makina konumlari igin yinelenip her RY tepki
kuvvetinin alacagi en biiyiik deger belirlendikten sonra bu kuvvetler hem mafsal ve

yataklarin hem de makina wuzuvlarimin dayanima goére boyutlandirilmasinda
kullanilabilir.

133



Problem 7.2.2

Problem 7.2.1 i F’=0 hali i¢in yeniden ele alimz. Bu kez mafsal ve yatak
kuvvetleri ve c¢alistirma momentinin hesab1 problemini biitin mekanizma
konumlarinda gegerli olacak bi¢imde formiile edip bu biiyiikliiklerin mekanizma
konumu ile degisimini grafikler halinde veriniz.

Coziim:
Problemin her ¢ mekanizma konumunda gecerli bir formiilasyonu Pr.7.2.1-

(viii) esitliklerinin Pr.7.2.1-(vii) denkleminde yerlerine konulmasiyla elde edilebilir.
Bu yapilirsa

! 0 -1 0 0 0 0 0 0]
0 1 0 -1 0 0 0 0 0
r33sin9 —%cos@ r§3sin6 —%cos@ 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0, (1)
A() = 0 0 0 1 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 1 0 0
0 -1 0 0 0 0 0 1 0
n . _I;z 2 . _1'72
|5 sing 5 COs® 0 0 0 0 5 SinG 5 COS O 1_
T ..
r:{Ri3 Ry Ry* RJ* RM MY ORY RY Mg} (ii)
ve
f@)={0 0 0 mgk 0 0 0 0 0T (iif)
ile
A(p)-r=1(9) (iv)

elde edilir. Problemin bilinmeyenini olusturan r vektoriiniin (iv) ten her ¢ degeri icin
hesaplanabilmesi, (i) deki 0 ve (iii) deki X nimn her ¢ igin yeniden hesaplanmasina
baglidir. Bu ise mekanizmanin konum ve ivme ¢6ziimleme problemlerinin sayisal ya
da analitik yoldan ¢oziimiinii gerektirir. Biz burada analitik yolu yegleyelim ve
krank-biyel mekanizmasinin kinematik ¢oziimlemesine iligkin iyi bilinen

0(p) = sin ! (‘*‘Lm(‘”)) )
3
Ve
%(9) =g4(0) o +g4(9) - (vi)
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ifadelerini animsayalim'. Santrik bir krank-biyel s6z konusu olduguna gore e=0,
krank sabit =10 rad/s acisal hiziyla dondiigline goére de a=0 olacagina dikkat
edilerek (v) ve (vi) esitlikleri (i) ve (iii) de yerlerine konulursa artik her ¢ degeri i¢in r
(iv) denkleminden kolayca hesaplanabilir:

r(@)=A(9)~ -f(o) (vii)

Bu hesabin ¢ ye bagli sonuglar1 Sekil Pr.7.2.2-a, b, ¢, d ve e de grafikler halinde
gosterilmistir. Hesap sonucuna gore

Ry (0)=R2(¢)=R3* (@) =RZ(9)=-RZ(¢) =R P (9) =R (9)
Ve

Ry(¢) =R3(9) =R (9) =Ry’ (9) = -R3*(9) =-Ry’(9) =—Rj () (viii)

oldugu anlasildigindan, tiim doner mafsal ve yataklardaki tepki kuvveti bilesenlerinin
¢ ile degisimi Sekil a da tek bir grafik halinde verilmistir.

Kuskusuz, mafsallarin mukavemete gore boyutlandirilmasi bakimindan bu
kuvvetlerin bilesenlerinden ¢ok bileske siddetlerinin bilinmesine gerek vardir. Bu
nedenle bilesenler yardimiyla bileskenin siddet ve dogrultusu da

2 2 -1 Ry(9) :
R@={RI@+R3(©@). a@=tan” > 2 &
seklinde hesaplanmis, R(¢) siddetinin ¢ ile degisimi Sekil b de,
R(@)=R«(@)itRy(p)j=R(¢)cosa()i+R(p)sina(e)j (x)

vektoriiniin kutupsal diyagrami ise Sekil ¢ de gosterilmistir. Bu sekillerden, doner
mafsal tepkilerinin sifir ile 86 N civarindaki bir maksimum deger arasinda degisecegi
anlasilmaktadir. Buna gdére mekanizmanin tiim doner eleman ¢iftlerindeki baglanti
elemanlar1 bu maksimum kuvvete dayanacak bicimde boyutlandirilmalidir.

Sekil d de ise kayar yatakta sabit uzvun pistona uygulayacagi tepkinin ¢ ile
degisimi gosterilmistir. Bu sekilden, herhangi bir moment tepkisinin séz konusu
olmadig1 ve tepkinin B noktasia etkiyen R'*(¢) normal kuvvetinden ibaret oldugu
anlasilmaktadir. Bu kuvvet, yaklasik +18 N luk u¢ degerler arasinda gezinmektedir.

Son olarak, mekanizmanin verilen hareketini saglamak i¢in krank miline
uygulanmasi gereken ¢alistirma momentinin ¢ ile degisimi de Sekil e de

1B=r200scp,C=r22+e2—r32—2e-r2sin(p ~ x=B+yVB?-C
z]1 =1p(€COoSQ —XSINQY), zp) =X —T1) COSQ - g’4((p)=zz—1
2
z] =-15 -[(e+ g4)sin@+xcosQ], z5 =gy +1psing — gg(@):%
)
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(¢) Déner Mafsal ve Yatak Kuvvetlerinin (d) Kayar Yatak Tepkisi

Kutupsal Diyagramm

| | |
0 112 T 3n/2 2n

(0}

(e) Calistirma Momenti

Sekil Pr.7.2.2 Grafik Sonuglar

gosterilmistir. Bu sekilden de calistirma momentinin £14 N.m ug¢ degerleri arasinda
degisecegi goriilmektedir. Krank =10 rad/s sabit hiziyla dondiigiine gore bunun
G=M o=14. 10=140 Watt lik bir motor gerektirdigine dikkat ¢ekelim.
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8 SARSMA KUVVETLERI « MAKINALARDA KUTLE
DENGELEMESI

8.1 GENEL

Her makinanin sabit uzvu kendisiyle baglant1 halinde olan hareketli uzuvlarin,
hareket sirasinda siddet, dogrultu ve yonleri degisen tepki kuvvetlerinin etkisi altinda
kalir. Stasyoner hareket evresinde genellikle peryodik bir degisim gosteren bu
kuvvetlerin degisken kisimlari, makinay1 bulundugu zemin {izerinde sarsmaya calisir
ve bu nedenle sarsma kuvvetleri diye adlandirilir. Gorevi 6zellikle bunu gerektiren
makinalar disinda hi¢ bir makinanin sarsintili ¢alismasi istenmeyecegine gore
makinalarda sarsma kuvvetleri istenmeyen kuvvetlerdir. Bu kuvvetlerin yok
edilmesine, ya da hi¢ degilse azaltilmasina ¢aligilir.

Boliim 7 nin igeriginden, bir makinada sabit uzva etkiyen kuvvetlerin, diger kisit
kuvvetlerinin yan1 sira, makinanin genel kuvvet c¢oOziimlemesi c¢ergevesinde
hesaplanabilecegi bilinmektedir.  Ancak bu bolimde, o6zellikle bu kuvvetlerin
hesabina yonelik bir yol iizerinde durmak yerinde olacaktir.

Boyle bir yolu tanitmaya ge¢cmeden oOnce su belirlemeyi yapalim: Kapali
kinematik zincirli bir makinada sabit uzuv en az iki noktada hareketli uzuvlarla temas
halinde oldugundan sabit uzva etkiyen kuvvet en az iki kuvvetten olusan bir kuvvet
sistemi seklindedir. Bu kuvvet sisteminin, sabit uzvun keyfi bir O noktasina etkiyen

bir kuvvet (F1 diyelim) ve momenti bu kuvvetlerin O ya gére momentleri toplamina

esit olan bir kuvvet ciftiyle (M1 diyelim) temsil edilebilecegi bilindigine gore -ki,
bilindigi gibi buna kuvvet sisteminin O noktasina indirgenmesi denir- biz teker teker

kuvvetlerle ilgilenmeksizin dogrudan dogruya F! ve M! in hesabina yonelelim. Bu
amagla, makinanin tiim hareketli uzuvlarini i¢ine alip sabit uzvu disarida birakan bir
sistem tanimlansin (Sek. 8.1.1) ve sistemin kapsadigi hareketli uzuvlar1 temsilen,
kiitlesi m;, kiitle merkezinden gecen eksene gore eylemsizlik yarigapi isi, acisal

ivmesi o, kiitle merkezinin yer vektorii r; = X; -i+y;-j, ivmesi a; = X; -i+¥; -],
olarak bilinen ve kiitle merkezine indirgenmis olarak F' = F, -i+Fy -j bileskesi ve

M' momenti ile temsil edilen dis kuvvetlerin etkisinde bulunan i. uzuv géz oOniine
alinsin. Hareketli uzuvlar arasindaki R~ , Rt gibi tiim kisit kuvvetlerinin sistem
icin i¢ kuvvetler, sabit uzvun hareketli uzuvlara uyguladig1 (Sekildeki Rlz, le,
RN gibi) kisit kuvvetlerinin ise dis kuvvetler olduklarina ve bu sonuncularin,
ilgilenmekte oldugumuz (RZl, le, RN gibi) sabit uzva etkiyen kuvvetlerin ters

isaretlisinden baska bir sey olmadiklarina; dolayisiyla O noktasina etkiyen - F!
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Sekil 8.1.1 Sarsma Kuvvetlerinin Hesab1 I¢in Model

kuvveti ile momenti —M' olan bir kuvvet ciftiyle temsil edilebileceklerine dikkat
edilsin.

Bu belirlemelerle Newton'un ikinci hareket yasasi eldeki sisteme uygulanir ve

sistemin toplam hareket miktarinin zamana gore tiirevi sisteme etkiyen dis kuvvetler
toplamina esitlenirse

> ma; =Y F -F (8.1.1)
i i

elde edilir. Ardindan hareket miktarinin momenti teoremi sisteme uygulanarak
sistemin toplam hareket miktarinin O noktasina gére momentinin zamana gore tiirevi
sisteme etkiyen dis kuvvetlerin O ya gére momentleri toplamina esitlenirse

Zmiiéiai .k+Zri x(miai)zzMi 'k+zri <Fi —M! .k (8.1.2)
1 1

1 1

yazilabilir. Bu denklemlerden, aranan Fl ve M!

F' =Y F -y ma, (8.1.3)
1 i
vE

M 'k='zmii§.0‘i ‘k=Yr ><(miai)+ZMi K+ «Fl (8.1.4)
. 1 . . .
1 1

1 1
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seklinde cekilir. (8.1.3) teki F! kuvvetinin degisken kismi sarsma kuvveti, (8.1.4)
teki M! momentinin degisken kismi ise sarsma momentidir. (8.1.3) iin sag

tarafindaki ZFi kuvvetinin igerisinde, agirlik kuvvetleri gibi, degisken olmadiklari
i

icin sarsma kuvveti kapsamina girmeyecek kuvvetler yaninda ¢alistirma ve direng

kuvvetleri gibi degisken kisimlara sahip olabilecek ve sarsma kuvveti kapsamina

girebilecek unsurlar da bulunmaktadir. Bu unsurlarin 6zel bir makinaya iliskin

sarsma kuvveti hesabinda goz Oniine alinmalar1 gerekli olabilir ise de, genel bir

sarsma kuvveti hesabinda ZFi yi tamamen disarida birakan ve bdylelikle sarsma
i

kuvvetini her makinada ve her calisma rejiminde farkli olabilecek unsurlardan

soyutlayarak yalnizca makinanin yapisiyla iligkilendiren bir sarsma kuvveti tanimi

yeglenmektedir. Bu tanima gdre bir makinada sarsma kuvveti denildiginde

FS=F' -3 F = -3 mja (8.1.5)
i i

seklinde ifade edilen kuvvet, yani makina wuzuvlarina etkiyen eylemsizlik
kuvvetlerinin toplamindan ibaret olan kuvvet anlasilir. ~ Ayni1 mantikla sarsma
momenti i¢in de, eylemsizlik kuvvetlerinin O noktasina gére momentleri toplamindan
ibaret olan

MS =M% k=M k-3 M k-3rxF =-Y mil o; k=Y r; x (m;a;)
N N N 1 N
1 1 1

1

(8.1.6)
tanimm esas alinir. Istenirse (8.1.5) ve (8.1.6) yerine skaler
S _ . S .
B =2 m%; , B =-3 my (8.1.7)
i i
ve
M = 'Zmi(iéiai +X;¥i —yiX;) (8.1.8)

1
esitlikleri de yazilabilir.

(8.1.5) ten hemen goriildiigii gibi, bir makinada sarsma kuvvetinin yok
edilebilmesi icin

Zmiai =0 (819)
i

olmasi gereklidir. Bu noktada, (2.2.4) teki kiitle merkezi tanimindan,

mg = Y. my (8.1.10)
i

hareketli uzuvlardan olusan sistemin toplam kiitlesi olmak iizere, sistemin kiitle
merkezinin ivmesi i¢in
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ag = (8.1.11)

yazilabilecegine dikkat edilirse, (8.1.9) kosulu yerine
mgag = 0 (8112)

yazilabilecegi anlasilir. Buradan, bir makinada (8.1.5) te tanimlanan anlamdaki
sarsma kuvvetlerini yok etmenin yolu hemen anlasilmaktadir: Bir makinada sarsma
kuvvetlerinin yok edilebilmesi icin ag =0 olmali; yani uzuvlarinin hareketine karsin
makinanin kiitle merkezi sabit kalmalidir. Makinalarda bunu saglamak {izere hareketli
uzuvlarin kiitle dagilimlarinin ayarlanmasi yoluna gidilir. Buna makinalarda kiitle
dengelemesi ad1 verilir.

Ote yandan, (8.1.6) ya gore, bir makinada sarsma momentinin yok edilmesi
kosulunun da

2 .2 .. .
Zmilsiai -k —Zl‘i X (miai) =0 Zmi(lsiai +Xiyi— ini) =0 (8.1.13)
1 1 1

oldugu anlasilmaktadir. Makinalarda sarsma kuvvetleri, kiitle dengelemesi yoluyla
nispeten kolay bicimde tamamen ya da kismen giderilebilmekle birlikte sarsma
momentlerinin giderilmesi genellikle karmasik ve pahali 6zel diizenlemeleri
gerektirir.

8.2 KRANK-BIYEL ESASLI MAKINALARDA
KUTLE DENGELEMESI

Bu bdliimde, makinalarda kiitle dengelemesine bir 6rnek olmak iizere, pistonlu
pompa ve kompresorlerden igten yanmali motorlara kadar bir cok makinay1 i¢ine alan
bir makina sinifinda: krank-biyel mekanizmasini esas alan makinalar sinifinda kiitle
dengelemesi problemi ele alinip incelenecektir.

Boyle bir makina, kiitle dengelemesinde gerekli olacak verileriyle birlikte Sekil
8.2.1 de gosterilmistir.

r A a t
. b
my
\O/ S my,is) 53 \ ~opB

ms,ls3 7 =

Sekil 8.2.1 Krank - Biyel Esasli Makina
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8.2.1 SARSMA KUVVETININ TAMAMEN YOK EDILMESI

Bir makinada hareketli uzuvlarin kiitle dagilimlari, makina kiitle merkezi
hareketsiz kalacak bi¢cimde ayarlanabilirse  sarsma kuvvetinin tamamen yok
edilebilecegi bilinmektedir. Eldeki makinada tek hareketsiz nokta O noktasi olduguna
gore yapilmasi gereken, makinanin hareketli kisimlarinin kiitle merkezini O noktasina
tagimaktir. Bunu yapmak icin ilkin biyel-piston sisteminin kiitle merkezini A
noktasina tastyacak bir uygulamayla biyele

my I, =my-a+my-/ (8.2.1)

olacak bi¢imde bir my dengeleme kiitlesinin eklenmesi, ardindan da krank-biyel-
piston sisteminin kiitle merkezini O noktasina tagimak {izere kranka

my - =my-c+(mp+my+my)-r :mz-c+[m3-(1+%)+m4~(1+é)]r
(8.2.2)

olacak bigimde bir mj dengeleme kiitlesinin eklenmesi yeterlidir (Bkz. Sek. 8.2.2).
Bu yapilarak kolayca sarsma kuvvetlerinin tamamen yok edilmesi miikemmel sonucu
elde edilecekmis gibi goriinmekle birlikte ne yazik ki bu sonug¢ yalnizca kagit
tizerinde gecerlidir. Ciinkii bu ¢6zliimii uygulamaya gecirmek icin kranka eklenmesi
gerekenm) dengeleme kiitlesi, ileride goriilecegi gibi, uygun bir tasarimla kolayca

yerlestirilebilmekle birlikte biyele eklenmesi gereken my dengeleme kiitlesini

yerlestirme probleminin (bu kiitlenin hareketinin hacim gereksinimi bakimindan)
uygun bir konstriktif ¢oziimii yoktur. Bu yiizden, sarsma kuvvetlerinin en
istenmedigi makinalar olan i¢ten yanmali motorlarda bile burada ortaya konulan tam
dengeleme yontemi hi¢ uygulanmamakta, bunun yerine, ileride goriilecegi gibi, kismi
dengeleme ile yetinilmektedir.

~os

HEEEEEE S

Sekil 8.2.2 Sarsma Kuvvetinin Tamamen Yok Edilmesi
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8.2.2 SARSMA MOMENTININ YOK EDIiLMESI

Krank-biyel esasli bir makinada sabit uzuvla temas halinde bulunan krank ve
piston iizerinden sabit uzva etkiyen sarsma kuvvetleri sisteminin O noktasina
indirgenmesi diisiiniilmiis olsun ve bu indirgemenin bir unsuru olarak, sarsma

kuvvetlerinin O noktasina gore momentinden ibaret olan M% sarsma momenti

hesaplanmak istensin. Bu amagcla biyelin dinamik esdeger olarak, A, S; ve B
noktalarina yerlestirilecek {ic maddesel noktaya indirgendigi (Bkz. Bl 2.2.4);
dolayisiyla biyel ve pistonun, kiitleleri

) .2 -2
1S3 1S3 153
Mp =y My, mp = gemytmg, mg, =| 1= my (8.2.3)

seklinde hesaplanan ii¢ maddesel noktayla temsil edildigi diisiiniilsiin. Bu temsil esas
alinarak Sekil 8.2.3 te gosterilmis olan eylemsizlik kuvvetlerinin, O noktasina gore
toplam momenti ifade edilirse, ¢ = ®, ¢ = o gosterilimiyle

M(S) =—jmy - (lg2 + CZ) +TMy - 1'2 ‘L — ms3 . (X3.y3 — y35i3) (824)

yazilabilir. Buradan, S; noktasinin yer ve ivme vektorii bilesenlerinin acik ifadelerini
yazmaya gerek kalmadan hemen su sonug ¢ikartilir: a=0 olmasi, yani krankin sabit
bir ® agisal hiziyla donmesi halinde -ki makinada eylemsizlik ¢arki kullanilmigsa
stasyoner hareket evresinde iyi bir yaklasiklikla bu durum s6z konusu olacaktir- biyel
kiitle dagiliminin mg, = 0 olacak bi¢imde ayarlanmasiyla sarsma kuvvetlerinin O ya

gbre toplam momenti sifir yapilabilir. Bu ise (8.2.3) bagintisindan goriildigi gibi,
biyelin

a-b=ig, (8.2.5)
~
Yy (@
v 7
» %
eA §:m
o m [
IREOLY
i g le
Ml ™ X % 1 83(%3.%3)
F; LY 1'» 7 %
= WY I;-;', Mg 5
°ﬁ£=°\ﬁ-h———- VS _TRO ..
Fz ?Jw‘d me .ﬂ'.‘luunu(lﬂn x x
MS
0

Sekil 8.2.3 Sarsma Kuvvet ve Momentinin Hesab1 I¢in Model
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Sabit uzuv

Sekil 8.2.4 Sarsma Kuvvet ve Momenti

olacak bi¢imde tasarlanmasini gerektirir. Bu durumda, yine (8.2.3) ten

1'Il’l3 +my (826)

mA:h'm3’mB:€

0

olacagini not edelim. Uygulamada genellikle bu ayarlama yapilarak MSO =0 olmasi
saglanir.

Ancak burada hemen sunu belirtelim ki M% =0 yapilmasinin kendi basina ¢ok

bir 6nemi yoktur, ¢linkii sarsma kuvvetlerinin O ya gére momentlerinin yanisira F S
bileskeleri de sifir yapilmamissa, genelde, O disindaki noktalara gore sifirdan farkli

bir moment s6z konusu olacaktir (Bkz. Sek. 8.2.4). Oysa M(S) =0 yapilmasinin (8.2.5)

te verilen kosulu ile FS=0 yapilmasinin (8.2.1) de verilen kosulu agikca celisiktir ve
her ikisinin birden saglanmasi olanaksizdir. Ne var ki (8.2.1) kosulunun yerine
getirilmesi zaten tasarim bakimindan uygun olmadigindan burada bir karar verme
zorlugu s6z konusu degildir.

Burada son olarak o # 0 halinde O noktasina goére sarsma momentinin kiitle
dengelemesi yoluyla sifir yapilmasinin miimkiin olmadigini belirtelim fakat bunun
kanitlanmasi konusuna hi¢ girmeyelim.

8.2.3 SARSMA KUVVETININ KISMEN YOK EDIiLMESI

Yukarida, krank-biyel esasli makinalarda sarsma kuvvetinin kiitle dengelemesi
yoluyla tamamen yok edilmesinin tasarim bakimindan olanakli olmadigini
belirtmistik. Buna karsilik, uygun bir tasarimla bu kuvvet kismen yok edilebilir.
Simdi bunun nasil yapilacagini gérmek iizere Sekil 8.2.3 teki makinay1 gz Oniine
alalim ve bu makinada biyelin, A ve B noktalarina yerlestirilen
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3 3
mx) :%m3 , m%) :%-m3 (8.2.7)

maddesel noktalariyla temsil edildigini varsayalim. Bu iki maddesel noktadan olusan
sistem, kiitlesi ve kiitle merkezi biyelinkiyle ayn1 oldugundan, eylemsizlik kuvvetleri
bakimindan biyele esdegerdir. Sarsma kuvveti hesabinda yeterli oldugu agik olan bu
esdegerlige statik esdegerlik denir. Ozel olarak, biyelin (8.2.5) kosulunu saglamasi
halinde, iki sistem arasinda kiitlesel eylemsizlik momenti denkliginin de
kendiliginden olusacagi ve statik esdegerlikle dinamik esdegerligin 6zdeslesecegi
bilinmektedir [Bkz. (8.2.6)].

Boylece biyel ve pistonun A ve B deki

mp =%m3 , mp =%-m3+m4 (828)

maddesel noktalarina indirgenmis olduguna dikkat edilerek Sekil 8.2.3 yardimiyla
eylemsizlik kuvvetlerinin x ve y bilesenleri ayri ayr1 gbz Oniine alinirsa, sarsma
kuvvetinin bilesenleri i¢in

F)? :(mz .%+mA).r.@2-Cos(p+(m2-%—i—mA)-r-Ot-Sil’l(p—mBX
(8.2.9)

elde edilir. Dikkat edilirse bu ifadeler sarsma kuvveti hesabi1 bakimindan biitiin
makinaya, A da bulunan ve daimi donme hareketi yapan bir maddesel nokta ile B de
bulunan ve Steleme hareketi yapan bir maddesel noktadan ibaret bir sistem goziiyle
bakilabilecegini gostermektedir. Bu bakisi gosterilime yansitmak iizere

Mggn = (Il’lz '%+mA) ’ Mye = MB (8210)

seklinde donen kiitle ve otelenen kiitle gosterilimlerine bas vurulur, ayrica B
noktasinin X ivmesi i¢in Ornek Problem 5.3.2 de elde edilmis olan

T

X = —(cos@+Acos2p)- ro’ — (sing +%sin2(p) ‘oL ;. A= vi (8.2.11)
yaklagiklig1 kullanilirsa (8.2.9) yerine

FE = [(mdén + Mo ) COS Q + MyoA COS 2(p] . ro)2
+ [(mdén + Mie ) SINQ + Mo %sin 20| ra
(8.2.12)

F§ = My, SINQ- ro? - M gn COSQ - TOL

144



yazilabilir. Burada, ¢ nin harmonik fonksiyonlar1 seklinde olan terimler birinci
mertebeden sarsma kuvvetleri, 2¢ nin harmonik fonksiyonlar1 seklinde olan terimler
ise ikinci mertebeden sarsma kuvvetleri diye adlandirilir. X ivmesinin ifadesindeki
yaklagiklik daha ileri gotiiriildiigiinde bu ifadeye ikinciden daha yiiksek mertebeden
harmonikler de katilir. Bunun sonucu olarak sarsma kuvveti ifadelerinde de ikinciden
daha ytiksek mertebeden sarsma kuvvetleri ortaya ¢ikar. Fakat artan mertebeyle katki
pay1 azalan bu terimlerin ¢ok duyarli hesap yapilmasii gerektiren 6zel durumlar
disinda g6z Oniine alinmalarina gerek yoktur.

(8.2.12) ifadelerin incelenmesinden, sarsma kuvvetinin her iki bileseninin de
biitiiniiyle yok edilebilmesi i¢in hem mg, =0 hem mgy;, =0 yapilmasi; yani
Otelenen kiitleye katkida bulunan biyel-piston ikilisinin kiitle merkezinin A noktasina
taginip tiim sistemin tek bir donen kiitleye, sonra da bu donen kiitlenin O noktasina
tagiip tlim sistemin hareketsiz bir kiitleye indirgenmesi gerektigi anlasilir. Bu ise,
Bolim 8.2.1 de tartistlmis olan ¢oziimden baska bir sey degildir ve tasarim
bakimindan uygulanamaz oldugu bilinmektedir.

Bunun yerine ne yapilabilecegini gérmek iizere, tasarim bakimindan sorunsuz
bir uygulamayla krank miline

my Ty = (Mg + Y- Mege) - T (8.2.13)

olacak bicimde bir dengeleme kiitlesi (ya da kars: kiitle) eklenmesi diisiiniilsiin
(Sek.8.2.5). Bu yapildiginda (8.2.12) yerine

Ff = Me -[(1—y)cosq)+kcosZ(p]-rm2 + Mye - (l—y)sin(p+%sin2(p]-roc
(8.2.14)

F}§ = —Mey SINQ- ro? + MY COSQ - TA

yada a = 0 (stasyoner hareket, eylemsizlik ¢arki var) 6zel halinde

L Mte

=

——
-
-

Dengeleme
kiitlesi

Sekil 8.2.5 Kranka Dengeleme Kiitlesi Eklenmesi

145



FS = Me - [(1—y)cOs @ + Acos20]- ro?
(8.2.15)
S : 2
Fy = -mgeysing-ro
elde edilecegi goriiliir. Dengeleme kiitlesinin hesabina Gtelenen kiitlenin katilma

oranin1 gosteren y katsayisinin farkli segimleri, farkli sonuclara yol agacaktir. Bu
sonuglar hakkinda bir fikir edinmek {izere, (8.2.15) e gore siddeti

FS(1.9) =/ (F9)? + (E)? = mgiero?\[(1-7)cos 9+ 1.cos 20F + (ysing)®  (8.2.16)

x ekseniyle yaptig1 ac1 ise

S
B 1 Fy B -1 —ysin(p 8.2.17
0(y,¢) = tan (FE} = tan |:(1—y) COSQ+A Cos2cpj| ( :

seklinde degisen sarsma kuvvetinin, ¢ 0° den 360° ye kadar degisirken farkli y
degerleri icin alacagi goriiniimlerin sarsma kuvveti kutupsal diyagrami iizerinde

karsilastirilmas1 uygun olur. Sekil 8.2.6 da, A =0.25, mdénrmz = méterwz =IN
degerleri i¢in, dengeleme yapilmamis hale ve y=0; 1/4; 1/2; 2/3; 4/5; 1 olacak bi¢cimde

dengeleme yapilmig hallere iliskin diyagramlar gosterilmistir. Bu diyagramlarin
incelenmesinden:

1) 0 <y <1 olmak kaydiyla y degeri ne olursa olsun, yapilacak dengelemenin
sarsma kuvvetinin maksimum degerini dengeleme yapilmamis hale gore kiiciiltecegi,

11) y=1 simir halinin, sarsma kuvvetinin x bileseninin azaltilmasi bakimindan en
1yi, fakat y bileseninin azaltilmas1 bakimindan en kotii segenegi olusturdugu,

iii) y=0 smir halinin ise y bilesenini tamamen sifirlayarak bu bilesenin
azaltilmas: bakimindan en 1iyi, fakat x bileseninin azaltilmasi bakimindan en kotii
segenedi olusturdugu,

iv) Sarsma kuvvetinin bileskesinin maksimum degerinin azaltilmasi
bakimindan en iyi se¢enegin y = 1/2 alinmasi oldugu anlasilir.

Sonu¢ olarak, diisiiniilen kiitle dengelemesinin, gergekten de, sarsma
kuvvetlerinin biitliniiyle degilse de kismen giderilmesinde uygulanabilecek bir yontem
olusturdugu goriilmektedir. Uygulamada, tek bir krank-biyel mekanizmasindan ibaret
olan, tek silindirli i¢ten yanmali motor, tek pistonlu kompresor, vb. gibi makinalarda
bu yontem, 1/2 <y < 2/3 arasinda segilen bir y degeriyle uygulanir.

Bu konuyu kapatmadan, sarsma kuvvetinin y bilesenini biitiinliyle yok ettigi

goriilen y=0 segenegi ilizerinde kisaca durulmasi yerinde olur. Bu durumda krank
milinin diizgilin hizla donmesi hali i¢in (8.2.15) ten
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Sekil 8.2.6 Sarsma Kuvveti Kutupsal Diyagrami
FS _ 2 2

Y = Mgel®” CoSQ + My Aro” cos2¢ (8.2.18)

olacak, (8.2.14) ve (8.2.15) ten ise, krank mili diizgiin hizla donsiin ya da donmesin,
her zaman F§ =0 olacaktir. Sarsma kuvvetinin y bileseninin yok olusunun nedeni,
(8.1.13) e gore

my I = Myg,t (8.2.19)

esitliginin saglandigi bu dengelemenin, makinanin hareketli kisimlarimin kiitle
merkezini x ekseni ilizerinde gezinir hale getirmis olmasidir. Yukarida tek bir krank-
biyel mekanizmasindan olusan makinalarda yeglenmedigini belirttigimiz bu
dengeleme iki bakimdan ilgi ¢ekicidir.  Bunlardan ilki, bu dengelemeyle birlikte
biyele (8.2.5) kosulu saglatilarak sarsma momenti dengelemesi de yapilmasi halinde x
ekseni lizerindeki hi¢ bir noktaya gore sarsma momenti dogmamasidir. Oysa x ekseni
krank-biyel esasli makinalar i¢in genellikle bir simetri ekseni oldugundan (Bkz. Sekil
8.2.4) makinanin sabit uzvunun (govde) kiitle merkezi bu eksen iizerindedir. Boylece
makinanin kiitle merkezi ¢evresinde sarsma momenti etkimeyecek ve sarsma
kuvvetleri makinay1 sadece dogrusal otelemeye zorlayacaktir. Ikinci ilgi ¢ekici
ozellik, bu dengelemeyle sarsma kuvvetlerinin dogrultusunun, x ekseninin dogrultusu
olarak sabitlenmesidir. Bu, sarsma kuvvetlerinin dengelenebilmesi i¢in basit bazi
yontemler gelistirilmesine olanak verir. Bu dengelemenin bu 6zelliklerinden, asagida
goriilecegi gibi, ¢ok silindirli igten yanmali motorlarin  dengelenmesinde
yararlanilmaktadir.
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8.3 COK SILINDIiRLi ICTEN YANMALI MOTORLARDA
SARSMA KUVVETLERININ DENGESI

8.3.1 GENEL BILGILER

Ozellikle kara, hava ve deniz tasitlarinda kulanilan icten yanmali motorlarda
dogacak sarsma kuvvetleri dogrudan dogruya tasitin konfor ve giivenligini
etkilediginden icten yanmali motorlar, sarsma kuvvetlerinin yok edilmesi probleminin
en Onemli uygulama alanlarindan birini olusturur. Bu bolimde, makina
miihendisliginin biiylik ayrintiyla incelenmis ve incelenmekte olan bu problemi
tizerinde durulacaktir.

Cok silindirli i¢ten yanmali motorlar, silindirlerinin dizilis diizenine gore
cesitli tiplere ayrilir. Sira motorlar, "V" motorlar, yildiz motorlar bu tiplerin en ¢ok
kullanilanlaridir (Sek. 8.3.1).

Asagida, motorlarda sarsma kuvvetlerinin dengesi problemi, en yaygin
kullanilan ve incelenmesi en kolay olan sira motorlar 6zelinde ele alinacaktir. Burada
diger motor tiplerine yer verilmeyecek olmakla birlikte, sira motorlarin
incelenmesinden elde edilen deneyimle diger motor tipleri de kolaylikla incelenebilir.

8.3.2 SIRA MOTORLARIN DENGESI

Birbiriyle 6zdes n adet silindirli sira bir motor goz oniine alinsin (Sek. 8.3.2),
stasyoner hareket sirasinda motora etkiyecek sarsma kuvvetleri sisteminin, krank
ekseninin birinci silindir diizlemini kestigi O noktasina indirgenerek elde edilmesi
diisiiniilsiin ve su belirlemeler yapilsin:

(a) Siramotor  (b) V motor (c) Yildizmotor  (d) Cok diizlemli (e) Karsu silindirli
yildiz motor motor

() W motor (g) H motor (h) Boksér motor (i) Kafes motor

Sekil 8.3.1 Silindir Dizilisine Gore Motor Tipleri
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1) Krank miline uygun bir eylemsizlik ¢arki baglanarak stasyoner hareket
sirasinda yaklasik olarak sabit hizla donmesi saglanmustir.

i1) Biyeller (8.2.5) kosulu saglanacak bi¢imde tasarlanmis ve sabit hizla donme
halinde her bir silindir i¢in z ekseni ¢evresindeki sarsma momenti yok edilmistir.
Buna gore stasyoner harekette motorun biitiiniinde de bir yalpa momenti dogmaz:

S
M; =0.
ii1) Krank milinde (8.2.19) esitligi saglanacak bicimde kars: kiitlelerle kiitle
dengelemesi yapilmistir. Buna goére motorda y ekseni dogrultusunda bir sarsma

kuvveti ve x ekseni ¢evresinde bir donme momenti dogmaz: F}§ =0, M)S( =0. Buna

karsilik, her silindirde, x ekseni dogrultusunda bir sarsma kuvveti ve buna bagl olarak
y ekseni cevresinde bir yunuslama momenti dogar. Stasyoner harekette i. silindirde
dogan kuvvet, (8.2.18) uyarinca

(Ff ); = méterm2 cos®; + mbtekrmz cos2¢; (8.3.1)
seklinde, bu kuvvetten dolay1 O dan gegen y ekseni ¢evresinde dogacak moment de
(Mg)i = métermzai cosg; + métekrwzai cos 2(; (8.3.2)

seklinde bellidir.

iv) Her biri kendi ¢; agisiyla birbiriyle 6zdes bi¢imde degisen bu kuvvet ve
momentler, ¢; ler arasindaki y; faz farklarinin uygun ayarlanmasiyla kismen ya da

tamamen birbirine dengelettirilebilir. Bu da krank yildizi tasarimimin uygun
yapilmasiyla saglanabilir.

1,n
U
(,L)/v 4.1 X
: N
ke ,
/ AO1
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\ ; y
n_"-<,L - :
L

' \ X Qi
L Dengeleme kiitlesi

Eylemsizlik ¢arki

(a) Genel Goriiniis (b) Krank Yildiz1

Sekil 8.3.2 Sira Motor
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Iste sira motorlarda sarsma kuvvetlerinin dengelenmesi denildiginde bu son
belirlemenin degerlendirilmesi anlasilir. Simdi bdyle bir dengelemenin kosullarini
gorebilmek icin (8.3.1) ve (8.3.2) yardimiyla motora etkiyecek toplam sarsma kuvvet
ve momenti ifade edilirse, ¢ krank milinin se¢ilmis bir radyal referans hattinin x
ekseniyle yaptig1 ag1 olmak tizere

¢ =0TV, (8.3.3)
yazilabilecegi dikkate alinarak
S _ xS 2| 5 2
FY = D (FY); = Mggeet@”| D cos(o+ ;) + A cos2(p+ ;) (8.3.4)

Ve

n n n
M?, = Z(Mg)i :métercoz{z aj cos(Q+ ;) + LY ajcos2(q+ Wi)} (8.3.5)
i=1

i=1 i=1
veya burada cos(¢ + ;) = cospcosy; —sin@siny; denilerek
S P n n
FY = mgero”{| cos@- Y cosy; —sin@- Y siny;
i=1 i=1
n n
+ -] cos2¢- Y cos2y; —sin2¢- Y sin2wy; (8.3.6)

i=1 i=1
ve

n n
M?, = Mgl {(cos @- D ajcosy; —sin@- Y a; sin\ui]
n n
+XL-| cos2¢- Y ajcos2y; —sin2¢- Y a;sin2y; |;(8.3.7)
i=1 i=1
elde edilir. Buradan;

Birinci mertebeden sarsma kuvvetlerinin dengesi icin:

n n
D cosy; =0, D siny; =0 (8.3.8)
i=1 i=1

Ikinci mertebeden sarsma kuvvetlerinin dengesi igin:

n n
D cos2y; =0, D sin2y; =0 (8.3.9)
i=1 i=1

Birinci mertebeden sarsma momentlerinin dengesi igin:
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n n
D ajcosy; =0, D ajsiny; =0 (8.3.10)
i=1 i=1

Ikinci mertebeden sarsma momentlerinin dengesi i¢in:

n n
Dajcos2y; =0,  Yla;sin2y; =0 (8.3.11)
i=1 i=1

kosullarinin saglanmasi gerektigi anlasilir. Hesaplarda birinci silindire ait krank
kolunun agisal konumunun referans alinmasiyla, bu esitliklerde

01=¢ — v =0 (8.3.12)

yazilabilecegi, motorda silindirler aras1 mesafelerin birbirine esit (a diyelim) olmasi
halinde de

aj=(@1-1)-a (8.3.13)
olacagi ortadadir.

Krank yildiz1 tasariminda (8.3.8-11) kosullarinin saglanmasina dikkat edilerek
motorlarda ¢esitli  silindirlerin  sarsma kuvvet ve momentleri birbirine
dengelettirilebilmektedir.  Birinci ve ikinci mertebeden kuvvet ve momentlerin
hepsinin birden dengelenememesi halinde -ki genellikle bu durum s6z konusudur-
ikinci mertebeden biiyiikliikler kargisinda birinci mertebeden olanlarin dengesine ve
momentler karsisinda kuvvetlerin dengesine Oncelik verilmelidir. ~ Buradaki
hesaplarda g6z ardi edilmis olmakla birlikte, yukarida da belirtildigi gibi, 6zel dnem
tagiyan bir tasarimda daha yiliksek mertebeden sarsma kuvvetlerinin dengesi de
gozetilmelidir.

Burada suna da isaret etmek yerinde olur ki i¢ten yanmali bir motorda krank
yildiz1 tasariminda dikkate alinmasi gereken tek sey, burada ele alinan eylemsizlik
kuvvetlerinin dengesi degildir. Boliim 4.4.2.1 den animsanacagi gibi krank yildizi
tasarim silindirlerdeki atesleme diizenini, dolayisiyla da gaz kuvvetlerinin motora
verdigi giliclin ¢evrim boyunca dagiliminin diizgiinliigiini belirler. Bu dagilimin
diizglin olmamas1 moment ve hiz dalgalanmalarini, buna bagh olarak da kullanilmasi
gereken eylemsizlik ¢arkini biiyiitecektir. Ayrica moment dalgalanmalari, yukaridaki
hesaplarda g6z Oniine almadigimiz bir unsur olarak, motorun z ekseni ¢evresinde bir
sarsma momenti etkisi altinda kalmasina yol agar. Biitiin bu nedenlerle krank yildiz1
tasarimi problemi, eylemsizlik kuvvetlerinin dengesi ve gii¢ dagiliminin diizgiinliigii
Olciitleri arasinda orta yolun bulunmasi problemine doniisebilir.
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ORNEK PROBLEMLER

Problem 8.3.1

Sekilde, krank
yildizi, krank  kollar
arasinda 90° a¢1 olacak
bicimde tasarlanmis ve
silindirleri esit a
araliklariyla siralanmis 4
silindirli bir igten yanmali
motor gosterilmistir. Bu
motoru, krank milinin
diizgiin hizla donmesi
halindeki sarsma
kuvvetlerinin dengesi
bakimindan inceleyiniz.

Sekil Pr.8.3.1-1
Coziim:
Inceleme, bu motorda (8.3.8-11) esitliklerinin saglamp saglanmadiginin

kontroliinden ibarettir. Bu kontroliin asagidaki gibi bir tablonun doldurularak
gerceklestirilmesi kolaylik saglayacaktir.

i v, cosy, | siny, 2wy, cos2y, | sin2y, | a | ajcosy, | asiny, | ajcos2y, | asin2y,
1 0° 1 0 0° 1 0 0 0 0 0 0
21 90° 0 1 180° -1 0 a 0 a -a 0
3| 270° 0 -1 540° -1 0 2a 0 -2a -2a 0
41 180° -1 0 360° 1 0 3a -3a 0 3a 0
Toplam 0 0 0 0 -3a -a 0 0
1. Mertebeden 2. Mertebeden 1. Mertebeden 2. Mertebeden
Kuvv. Dengeli Kuvv. Dengeli Mom. Dengesiz Mom. Dengeli

Bu incelemenin tabloda da belirtilen sonucuna gore, verilen krank yildizi
tasarimiyla bu motorda 1. ve 2. mertebeden sarsma kuvvetleri ile 2. mertebeden
sarsma momentleri dengelenmis, buna karsilik 1. mertebeden sarsma momentleri
dengelenmemis olmaktadir. (8.3.7) bagintis1 ve tablolanan sonuglara gore
dengelenmemis kalan sarsma momentinin ifadesi

M§ = méterwza(—3 cos @ + sin @) (1)

olarak bellidir.

Verilen krank yildiz1 tasariminin iyiligi hakkinda bir karar verebilmek i¢in, bu
tasarimin motorda nasil bir giic dagilimina yol agacagmin da strok diyagramlari
yardimiyla incelenmesi gerekir. Bu amacgla motorun 2 ve 4 zamanli olmas1 halleri
icin ayr1 ayr1 olusturulan strok diyagramlarinin incelenmesinden bu tasarimin 2
zamanli motor halinde diizgiin bir giic dagilimina, buna karsilik 4 zamanli motor
halinde diizgiin olmayan bir gii¢ dagilimma yol acacagi anlasilir.
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Sekil Pr.8.3.1-2 Strok Diyagramlar1

0° 412
G| st
180° S
G
360° G
B
540°
E
720°
(a) 4 Zamanli Motor Hali
Problem 8.3.2

Coziim:

Sekil Pr.8.3.2-1

1 13]4]2

00
G|  S|E|B

90°
B|G|S|E
8 1 g | B |G s

270°
S| E|B |G

360°
(b) 2 Zamanli Motor Hali

Sekilde, krank
yildizi, krank  kollar
arasinda 180° ag1 olacak
bigimde tasarlanmis ve
silindirleri esit a
araliklariyla siralanmis 4
silindirli bir i¢ten yanmal
motor gosterilmistir. Bu
motoru, krank milinin
diizgiin  hizla donmesi
halindeki sarsma
kuvvetlerinin dengesi
bakimindan inceleyiniz.

Inceleme asagidaki tablo doldurularak gergeklestirilsin.

i v, cosy, | siny, 2wy, cos2y, | sin2y, | a | ajcosy, | asiny, | ajcos2y, | asin2y,
1 0° 1 0 0° 1 0 0 0 0 0 0

2| 180° -1 0 360° 1 0 a -a 0 a 0

3| 180° -1 0 360° 1 0 2a -2a 0 2a 0

41 0° 1 0 0° 1 0 3a 3a 0 3a 0
Toplam 0 0 4 0 0 0 6a 0

1. Mertebeden

Kuvv. Dengeli

2. Mertebeden
Kuvv. Dengesiz

1. Mertebeden
Mom. Dengeli

2. Mertebeden
Mom. Dengesiz

Tabloda da belirtildigi gibi, verilen krank yildizi tasarimiyla bu motorda 1.
mertebeden sarsma kuvvetleri ile 1. mertebeden sarsma momentleri dengelenmis,
buna karsilik 2. mertebeden sarsma kuvvetleri ile 2. mertebeden sarsma momentleri
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dengelenmemis olmaktadir. (8.3.6) ile (8.3.7) bagmtilar1 ve tablolanan sonuglara gore
dengelenmemis kalan sarsma kuvvet ve momentinin ifadeleri

2

2
FS = 4mg;e r7o) cos2¢ (1)
ve
2 9 ..
M?, = 6Mye r70) acos2¢ (ii)
olarak bellidir.

Bu krank yildiz1 tasariminin motorda nasil bir giic dagilimina yol agacagini
goérmek iizere motorun 2 ve 4 zamanli olmasi halleri i¢in ayr1 ayr strok diyagramlari
olusturulursa, bu tasarimin 4 zamanli motor halinde diizgiin bir giic dagilimina, buna
karsilik 2 zamanli motor halinde diizglin olmayan bir giic dagilimina yol agacagi
gortliir.

—
NENE 2 o L114]2]3
G| S|E B G |G| E | E
180° 90°
BlGls |E B|{B|S|S
360° 180°
E|E [G|[G
0 E | B [G]|S 270°
720°
(a) 4 Zamanli Motor Hali (b) 2 Zamanh Motor Hali

Sekil Pr.8.3.2-2 Strok Diyagramlari
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9 RIiJID ROTORLARDA KUTLE DENGELEMESI

9.1 ESASLAR

Makinalarin, sabit bir eksen g¢evresinde donen (daimi donme hareketi yapan)
uzuvlarma rotor adi verilir. Uygun kiitle dagilimina sahip olmayan rotorlar,
donmeleri sirasinda, makinanin sabit uzvuna sarsma kuvvetleri uygularlar. Rotorun
kiitle dagiliminin diizenlenmesiyle bu kuvvetlerin yok edilmesi, ya da en azindan
azaltilmast mimkiindiir. Buna rotorda kiitle dengelemesi, ya da kisaca, rotorun
dengelenmesi ad1 verilir.

Burada sozii edilen problemin, 6zlinde, makinalarda sarsma kuvvetleri genel
probleminin bir 6zel konusundan baska bir sey olmadigi ortadadir. Boyle oldugu
halde problemin, bu konuya ayrilmis olan Boliim 8 de ele alinmayip ayri bir bolim
halinde ele alinisinin nedeni, biraz farkli bir kuramsal zemin gerektirmesidir.
Problem, makina uzuvlar1 hakkinda yapageldigimiz diizlemsel rijid cisim kabulii
cercevesinde incelenememekte ve daha dnceki konulardan ayirici bir 6zellik olarak,
rotorun {i¢ boyutlu dinamiginin formiile edilmesini gerektirmektedir.

Bunu yapmak tizere Sekil 9.1.1 deki rijid rotor goz oniine alinir ve z ekseni
donme ekseniyle ¢akisan, rotora bagl (onunla birlikte donen) O;xyz eksen takiminda
caligilarak rotorun hareket denklemleri yazilmak istenirse, R rotora etkiyen tiim

kuvvetlerin bileskesini, M@ ise bunlarin O noktasmna gore momentleri toplamini
gostermek lizere kiitle merkezinin hareketi i¢in (2.3.3) denklemi uyarinca,

0 ;0 ;O
m, Iy, Iyza Iz

Sekil 9.1.1 Rijid Rotor
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R = mag (9.1.1)
donme hareketi i¢in ise (2.3.5) denklemi uyarinca

M? = 1% + 0 xI°0 (9.1.2)

yazilabilir. Burada, donme ekseninin z ekseni olarak segilmesi yiiziinden, agisal hiz
ve ivme vektorlerinin ® = ok ve a =ak seklinde olduguna dikkat edilir, ayrica
rotorun S kiitle merkezinin yer vektorii p = xgi + ygj+ zgk , bu vektoriin hesaplarda

as1l gerekli olan O;xy diizlemi iizerindeki izdiisimil r = xqi + ygj seklinde gosterilip
daimi donme hareketinin kinematiginden kiitle merkezinin ivmesi

ag=0xp+OX(@Xp)=axXr+ox(®xr) (9.1.3)
seklinde hesap yapilarak

ag = —(yso + Xg02 )i + (Xg0 — Y5©°)j (9.1.4)
olarak belirlenirse, kiitle merkezinin hareketi i¢in (9.1.1) yerine skaler

R. = 2

x = ~M(yso +Xg0")

Ry = m(xg0 — yso°) (9.1.5)

R,=0
denklemleri, donme hareketi icin ise (9.1.2) yerine (2.3.8) de de verilmis olan

MY = -IQ 0+ 15,0

0 0 0 2
My =-Iya - I0 (9.1.6)
MO =100

denklemleri elde edilir.  (9.1.5) ve (9.1.6) denklemleri, ® agisal hiz1 ve a acisal
ivmesiyle donebilmesi i¢in rotora uygulanmasi gereken kuvvetler sisteminin O
noktasina indirgenmis  karsiligini  vermektedir. (9.1.5)  denklemlerinin
sonuncusundan, rotora bu hareketi yaptirmak i¢in ona z ekseni dogrultusunda bir
kuvvet uygulanmasi gerekmedigi anlasiimaktadir. Ote yandan, (9.1.6) denklemlerinin

sonuncusundaki M(Z) momenti, dogrudan dogruya, rotorun o agisal ivmesiyle hareket

ettirilebilmesi i¢in gereken dondiirme momentinden bagka bir sey degildir. Rotora bu
moment disinda hi¢ bir verilmis kuvvet uygulanmadigi kabul edilirse, (9.1.5) ve
(9.1.6) denklemlerinden geri kalan terimlerin, makinanin sabit uzvunun mevcut yatak
ya da yataklarda rotora uyguladig: tepki (kisit) kuvvetleri sisteminin O noktasina
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indirgenmis halinden; bunlarin ters isaretlisinin ise rotorun sabit uzva uyguladig
sarsma kuvvetleri sistemininkinden ibaret olacagi anlasilir. Buna gore sabit uzva
etkiyecek sarsma kuvvetleri sistemi, O noktasina indirgenmis haliyle,

FS = —(Ryxi+Ryj) =m(yso + XS(L)Z)i —m(Xgol — ys(oz)j (9.1.7)
kuvveti ve
MP = —(MRi+MYj) = (1,0~ 19,00 + (15,0 + 12,0°)] (9.1.8)

momentinden ibarettir. Esas olarak rotora etkiyen eylemsizlik kuvvetleri ve onlarin O
ya gore momentlerinden baska bir sey olmayan bu biiyiikliikkler bazen dinamik kuvvet
ve momentler adiyla da anilirlar. Dikkat edilirse bu kuvvet ve moment vektdrlerinin
siddetleri

FS:m\/x§+y§-\/a2+w4 =mrva? + o (9.1.9)

M$ = Ja9)? +(19)? o? + o 9.1.10)

veE

yz

seklinde olup, o agisal ivmesinde bir dalgalanma olmadik¢a bir sarsma etkisi
yaratacak bi¢imde degismezler. Sarsma etkisini yaratan, bu vektorlerin
dogrultusunun, rotora bagh eksen takimiyla birlikte yon degistirmesidir.

Simdi bir rotorda sarsma kuvvetlerini yok etmek (sarsma kuvvetleri sistemini
sifira denk bir sistem haline getirmek) icin neler yapilabilecegini gérmek tizere (9.1.7)
ve (9.1.8) esitlikleri dikkate alinirsa hemen su sonuglara varilir:

i) (9.1.7) esitligine gore sarsma kuvvetleri sisteminin bileskesini sifira esit
kilmak i¢cin xg =0, yg=0 — r=0 yapilmali; yani roforun kiitle merkezi donme

ekseni iizerine getirilmelidir. Bdyle bir rotor, donme ekseni yatay olacak bi¢imde
yerlestirildiginde kendi agirlik kuvveti bir dondiirme momenti vermeyecegi ve rotor
her a¢isal konumda statik dengede olacagi i¢in buna rotorun statik dengesi ad1 verilir.

Kiitle merkezinin denklem (2.2.5) teki taniminin animsanmasiyla, statik
dengenin kosullari, rotorun siirekli kiitle dagilimina sahip bir rijid cisim ve m; kiitleli

n adet pargacigin olusturdugu rijid bir biitiin olarak goriilmesi halleri i¢in ayr1 ayri
olmak lizere

n
dem=0 — > xim; =0
i=l1
©.1.11)

n
Jydm:O — Zyimi:()
i=1

seklinde yazilabilir.
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ii) (9.1.8) esitligine gore sarsma kuvvetleri sisteminin O noktasina gore

momentini sifira esit kilmak i¢in ISZ = I(}?Z = 0 yapilmali; yani O;z ekseni rotorun bir

asal eylemsizlik ekseni haline getirilmelidir. Eylemsizlik carpimlarinin denklem
(2.2.8) deki tanimlarinin animsanmastyla bu kosullar da

n
19 = szdm =0 — D Xizim; =0
i=1
9.1.12)

n
(0]
IyZ = Iyde =0 e d Zyizimi =0
i=1

seklinde yazilabilir.

(1) ve (i1) deki kosullarin her ikisi birden saglandiginda sarsma kuvvetleri
sistemi sifira denk bir sistem haline gelir. Artik sistemin yalnizca O noktasina degil,
her noktaya gére momenti sifir olur. (Bunun anlami, artik yalniz se¢ilmis O noktasini
baslangi¢ alan O;z ekseninin degil, baslangi¢c noktasi seciminden bagimsiz olarak z
ekseninin biitiiniiyle cismin bir asal eylemsizlik ekseni haline gelmesidir.') Bu
durumda rotorun hareketi yiiziinden sabit uzva hi¢ bir dinamik kuvvet etkimez. Buna
rotorun dinamik dengesi ad1 verilir.

Rotorlarin statik ve dinamik dengesi hakkinda bir fikir vermek iizere, Sekil
9.1.2 de statik ve dinamik bakimdan dengeli ve dengesiz rotor drnekleri gosterilmistir.

@ (b) © d)

Sekil 9.1.2 Dengeli ve Dengesiz Rotorlar

(a), (b): Statik ve Dinamik Dengesiz,
(c): Statik Dengeli Dinamik Dengesiz,
(d): Statik ve Dinamik Dengeli.

" Alistirma: Verilmis bir O noktasi icin (9.1.12) kosullarinm yanisira (9.1.11) kosullar1 da gegerliyken
(9.1.12) kosullarmin z ekseni iizerindeki her nokta igin saglanacagini matematiksel olarak kanitlaymniz
ve bundan yararlanarak, (9.1.12) kosullarinin, z ekseni iizerindeki iki farkli nokta i¢in saglanmasinin
rotorun dinamik dengesi i¢in yeterli oldugunu gosteriniz.
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9.2 ROTORLARIN DENGELENMESI

Bir rotor tasarlanirken (9.1.11) ve (9.1.12) kosullar1 saglanacak; yani donme
ekseni bir asal eylemsizlik ekseni olacak bicimde tasarlanmaya calisilir. Bu
saglanmadiginda dogacak sarsma kuvvetleri (9.1.9-10) esitliklerinden goriildiigi gibi
rotorun agisal hizinin karesiyle artacagindan, yliksek hizda ¢alismak iizere tasarlanan
rotorlarda buna Ozellikle dikkat edilmelidir. Kagit lizerindeki tasarimda rotorun
dinamik dengesi gozetilmis olsa bile, iiretim ve montaj sirasinda dogabilecek hatalar
ya da makinanin ¢aligmasi sirasinda olusabilecek (asinma vb. gibi) etkiler bu dengeyi
bozabilir. Bu gibi durumlarda rotorun uygun yerlerine kiitle eklenmesi ya da
cikartilmasiyla dengenin yeniden saglanmasina ¢alisilir. Buna roforun dengelenmesi
(balanst) adi verilir. Tirbinler, fanlar, otomobil tekerlekleri gibi yiiksek hizli
rotorlarda dengeleme islemleri diizenli olarak uygulanir. Bu boéliimde, rotorlarin
dengelenmesi konusu ele alinacaktir.

9.2.1 STATIK DENGELEME

Yukarida belirtildigi gibi, statik dengeleme denildiginde rotorun kiitle
merkezinin donme ekseni lizerine getirilmesi anlasilir. Kiitlesi m, kiitle merkezinin
donme ekseninden kacikligi r olan bir rotorda bunu yapmak igin, rotorun bu is igin
elverisli bir 24 diizlemine, kiitle merkeziyle tam zit yonde

myry = mr (9.2.1)

esitligi saglanacak bigimde bir kiitle eklenmesi; ya da kiitle merkeziyle ayni1 yonde
boyle bir kiitlenin ¢ikartilmasinin yeterli olacagi agiktir (Sek. 9.2.1). Buradaki

D=mr (9.2.2)
bliytikliigiine dengesizlik,

A= mdrd (923)

bliyiikliigiine ise dengeleme biiyiikliigii ad1 verilir.

~

Sekil 9.2.1 Statik Dengeleme
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Sarsma kuvvetlerinin bileskesini yok etmekle birlikte sarsma momentini yok
etmeyecegi bilinen bdyle bir dengeleme ancak goreli olarak diisiik hizli ve kisa
rotorlarda yeterli sayilabilir. Ancak, agagida goriilecegi gibi, tiim sarsma etkisini yok
edecek bir dinamik dengeleme, rotorun en az iki diizlemine dengeleme biiyiikliikleri
yerlestirilmesini gerektirdiginden, bu ise uygun yalnizca bir tek diizleme sahip olan
rotorlarda bununla yetinmek zorunda kalinabilir.

9.2.2 DINAMIK DENGELEME
9.2.2.1 Rotorun Iki Dengesizlige Indirgenmesi

Her rijid rotor, sarsma kuvvetleri bakimindan, keyfi secilmis iki diizleme
verlestirilecek iki dengesizlige esdegerdir. Rotorlarin dinamik dengelemesi konusuna
gecmeden Once, bu gergegin ortaya konulmasi yararl olacaktir.

Bunu gostermek iizere once denklem (9.1.7) ve (9.1.8) den, aym1 (mxg),

(myg), ISZ ve I(}?Z biiyiikliikklerine sahip olan iki rotorun birbiriyle ayni sarsma

etkisini yaratacagina dikkat edelim, ardindan da, buna dayanarak, rotoru n adet
maddesel noktadan olusan bir esdeger noktasal kiitleler sistemine indirgemeyi
diistinelim. 1. maddesel noktanin koordinatlarina x;, y;, z; denilirse esdegerlik
kosullar1

n n
> (m;x;) =mxg, > (m;y;) =myg,
i=1 i=1
(9.2.4)

n n
Ymixpz =%, Y(myyp)z; =15,

i=1 i=1

seklinde yazilabilir. Eldeki bu 4 denkleme karsilik her bir maddesel nokta icin
(m;x;), (my;y;), z; seklinde 3 bilinmeyenden toplam 3n adet bilinmeyen hesaplamak
isteyelim. Buna gore indirgeme probleminin ¢dziilebilmesi i¢cin 3n>4 — n>2
olmalidir. Bunun anlami, her rotorun sarsma kuvvetleri bakimindan esdeger olarak en
az iki maddesel nokta igeren bir maddesel noktalar sistemine indirgenebilecegidir. En
kiiciik say1 olan n=2 secilirse 4 denkleme kars1 6 bilinmeyenlik bir problem soz
konusu olur ve bilinmeyenlerden 6-4=2 sine keyfi degerler verilebilir. Biz keyfi
olarak z; =0 ve z, =a; a>0 segelim. Bunun, Kkiitle yerlestirilecek iki diizlemin
(Soldakine D, sagdakine Dr diyelim.) keyfi olarak secilmesi ve kullanilan eksen
takimimin O;xy diizleminin Dy ile cakistirilmasi anlamina geldigine dikkat cektikten
sonra, bu degerlerle (9.2.4) esitliklerine doniiliirse

(mxp) +(mpXy) =mxg ,  (myyp)+(myyy) = my,
(9.2.5)
(mpxy)-a= I)C()Z > (myyy)-a= I(y)z
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bunlarin ¢dziilmesiyle de

(0] I(}?z
(myx)) = mxg ——*=, (myyy) = myg ——=
(9.2.6)
Ig()z }(’)Z
(mpxy) = =%, (mays) ==

elde edilir. Istenirse bu sonug, (m;r;) = \/ (mixi)2 +(miyi)2 , o= tan_l(%) ;
11

i=1,2 seklinde hesap yapilip kutupsal koordinatlara gegilerek

2 2 I
IO I(}?z —1| Mys— Yz
D; =(mp) =, || mxg —=2£ | +| myg——— o =tan | —&-
1 1M ST, Ys— | > % 0

(0]
I
Dy =(myn) =é (I(X)Z)2 + (I(}?Z)z , Oy = tan_l[ﬁ]

O
Ixz

seklinde de yazilabilir. Bdylece, her rijid rotorun, sarsma kuvvetleri bakimindan,
keyfi secilmis iki diizleme yerlestirilecek iki dengesizlige esdeger oldugu hiikmii
dogrulanmis ve bu dengesizliklerin biiyiiklik ve acisal konumlarinin nasil
hesaplanacag1 gosterilmis olmaktadir (Sek. 9.2.2).

’
7

Q| N

\
e e e e e =

\ ’
S W

AP (U W —

Sekil 9.2.2 Rotorun iki Dengesizlige indirgenmesi
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9.2.2.2 iki Diizlemde Dinamik Dengeleme

Her rijid rotorun, sarsma kuvvetleri bakimindan, keyfi secilmis iki diizleme
yerlestirilecek iki dengesizlige esdeger olusunun dogal sonucu, bdyle rotorlarin iki
keyfi diizleme yerlestirilecek iki dengeleme biiyiikliigiiyle dengelenebilmesidir. Bunu
yapmanin yolunun, (9.2.7) deki indirgemede bulunan dengesizliklere esit dengeleme
biiytikliiklerinin, orada hesaplanan agisal konumlarin 180° zittina yerlestirilmesi
oldugu aciktir (Sek. 9.2.3). Buna gore kiitlesi, kiitle merkezinin donme eksenine dik

diizlemdeki konumu ve ilgili eylemsizlik ¢arpimlart m, xg, yg, ISZ, I§,)Z olarak

bilinen rijid bir rotoru dengelemek i¢in O;xy diizlemiyle ¢akisik bir 4y sol dengeleme
diizlemine, siddet ve agisal konumu

2 2
0 ) —=—myg
Ap = (mgry)y = [%—mst +[%—mys] , o = tan ™! - | 9.2.8)

seklinde hesaplanacak bir sol dengeleme biiyiikliigii ile, sol dengeleme diizleminin
keyfi bir a uzaklig1 kadar saginda yer alan bir g sag dengeleme diizlemine, siddet ve
acisal konumu

O
Z

1| -1
Ag = (mgrg)r :ﬁ\/(— IQZ)Z +(— I(y)z)z , Og = tan 1[%] (9.2.9)

z

seklinde hesaplanacak bir sag dengeleme biiyiikhigimiin yerlestirilmesi yeterlidir'.

O O
m’XS’yS’IXZ’IyZ

Sekil 9.2.3 iki Diizlemde Dinamik Dengeleme

! Ahstirma: Bu yapildiginda (9.1.11) ve (9.1.12) deki dinamik dengeleme kosullarmin saglandigint
gosteriniz.
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Rotorlarda olusan sarsma kuvvetleri, makinanin titresimli ve giriltiili
caligmasina, yorulma sonucu yataklarinin tahrip olmasina neden oldugundan, siiphe
yok ki hi¢ istenmeyen kuvvetlerdir. Burada ortaya konulan dinamik dengeleme
yontemi, rijid rotorlarda bu sorunun Oniine gegmenin son derece basit fakat bir o
kadar da etkili bir miihendislik ¢O6zlimiinii olusturmaktadir. Bunu dikkate alan bir
miihendis, islevsel geometrisi dengesizlige yol acan bir rotor tasarlamak durumunda
kaldiginda, buradaki yontemle tasariminin dinamik dengesini saglayabilir. Yine, i1yi
bir tasarimc1 miihendis, tasarladigi rotorun calisma sirasinda dinamik dengesinin
bozulabilecegini ve dinamik dengeleme gerektirebilecegini 6nceden diisiiniip, uygun
iki dengeleme diizlemini ve yapiy1 tahrip etmeden kiitle eklenip ¢ikartilmasina olanak
veren bir diizenlemeyi tasarimina ekleyebilir (ki bunun 6rnekleri vardir).

Bugiin, bir rotorda mevcut dengesizlikleri titresim Olgiimleri araciligiyla
belirleyen ve yukaridaki hesaplart gerceklestirerek kullanilmasi gereken dengeleme
biiyiikliiklerini konumlariyla birlikte bildiren modern cihazlar yardimiyla rotorlar
bulunduklar1 yerde dengelenebilmektedir.

Bu boliimii, yukarida ortaya konulan bilgilerin gegerlilik sinirlar1 hakkinda bir
noktanin altin1 ¢izerek kapatalim. Buradaki inceleme, rotorun bir rijid cisim oldugu
kabuliine dayandirilmistir. Buna bagli olarak, eylemsizlik kuvvetlerinin sabit uzva
etkisinden ibaret olan sarsma kuvvetleri incelenirken, aynm1 kuvvetlerin rotorda yol
acacaklar1 i¢ gerilmeler iizerinde durulmamistir. Oysa iki diizlemde dinamik
dengeleme gerceklestirildiginde bile bu gerilmeler var olmaya devam eder ve
ozellikle narin yapili (ince uzun) rotorlarda egilmelere yol agar. Bu ise rotorun kiitle
dengesinin degismesi demektir. Bunun dogrudan sonucu, rijid cisim davranisi
gosteren rotorlarin dengesinin acisal hiz ve ivmeden tamamen bagimsiz olusuna
karsilik elastik davranis gosteren rotorlarinkinin (eylemsizlik kuvvetlerini, dolayisiyla
da milin alacagi sekli etkileyen) bu biyiikliiklere bagimli olusudur. Buradan
anlasilacagi gibi elastik rotorlarin dengelenmesi problemi, burada verilenden farkli
esaslara dayanan ve bu dersin gergevesini asan apayri bir problemdir.
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ORNEK PROBLEMLER

Problem 9.2.1

Sekil Pr.9.2.1-1

Sekilde, iizerinde ii¢ disk tasiyan bir milden ibaret olan bir rotor gosterilmistir.
Bu rotorda milin kendisi dinamik dengeye sahip olmakla birlikte, donme eksenine dik
yerlestirilmis birer homojen dairesel levhadan ibaret olan disklerin her birinde birer
miktar merkez kacgiklig1 bulunmaktadir. Bu rotoru dinamik olarak dengelemek {izere,
sekilde gosterilen & ve Qg diizlemlerine, déonme ekseninden 20 c¢m uzaga
dengeleme kiitleleri yerlestirilecektir. Bu kiitleleri ve yerlestirilmeleri gereken agisal
konumlart belirleyiniz.

m =2kg, my=5kg, my=4kg, =05mm, p=08 mm, r3=12mm

Coziim:

Problemi 6nce genel bir bakisla ele alalim. (9.2.8-9) bagintilar1 yardimiyla
19, 19, biyiklikleri

XZ >
belirlenmelidir. Dengeli oldugu belirtilen milin  kiitle merkezi donme ekseni
tizerindedir. Buna gore mxg ve myg nin hesabinda yalnizca disk kiitleleri hesaba

hesap yapilacagina gore Once rotorun mxg, myg,

katilacak ve i indisi disk numarasini, o; i-inci disk kiitle merkezinin x eksenine gore
acisal konumunu gostermek tizere

mMXg = ) M;X; = Y mjf;cosa;, myg=y myy; =» msino; (i)
i i i i

seklinde hesap yapilacaktir. Dengeli olan milin, rotorun Igz ve Ig,)z eylemsizlik

carpimlarina da bir katkis1 yoktur. Ote yandan, dénme eksenine dik homojen birer
levha olduklarina gore, her bir diskin kiitle merkezinden gegen z ye paralel eksen bu
disk icin bir asal eylemsizlik eksenidir ve bu eksene gore eylemsizlik carpimlar
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stfirdir. Disklerin O;xyz eksen takimina gore eylemsizlik ¢carpimlar1 da (2.2.12) deki
Huygens-Steiner formiilii yardimiyla hesaplanirsa rotorun eylemsizlik ¢arpimlari i¢in

(@) (0] . ..
[, = D miX;z; = ) mr, cos a,iz; Ay, = > myyiz; = Y myrsinogz; (i)
i i i i

yazilabilir. (i) ve (ii) esitliklerinin, bu problemde ele alinan tipte rotorlarin bir dizi
dengesizlik tagiyan bir mil gbziiyle goriilebilecegini ortaya koyduguna isaret ettikten
sonra bu esitliklerle (9.2.8-9) bagintilarina gidilirse

.
Ap, =(mgrg)r, = —Z(l—;‘)miri cosQ,;
i

Z; .
ALy = (mdrd)Ly =—> (1 —?‘)miri sina;
i

(iii)
2
AR, =(mgrg)r, =—2--mjfjcosa;
i
VA .
Ay = (mdrd)Ry = —Z?‘miri sina
1
gosterilimleriyle, sol dengeleme biiyiikligii ve agisal konumu igin
_ _ 2 2 _ -1 ALy .
Ap =(mgrg)p =4/(AL )" +(AL )", ap =tan—| £ (iv)
X

sag dengeleme biiylikliigii ve agisal konumu i¢in ise

-1
AR = (mgrg)R =J(ARX)Z+(ARY>2 , o =tan (ﬁj v)
ifadeleri elde edilir.

Bu genel belirlemelerden sonra eldeki probleme doniiliir ve problemin verileri
asagidaki gibi bir tabloda toplandiktan sonra hesaba gegilirse, (iii) esitliklerinden

i | milkg] | [mm] | z[em] | o;[°]

1 2 0.5 -30 0

2 5 0.8 40 150

3 4 1.2 60 70
a=100 cm
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ALX :—(1+100)2 0.5-cos0— (1—100)5 0.8-cos150 - (1—100)4 1.2-cos70 = 0.1218kg.mm

ALy =—(l+100)2 0.5-sin0 — (1—100)5 0.8-sin150 — (1—100)4 1.2 -sin 70 = —3.0042kg.mm

AR, _+W2 0.5-cos0— 1005 0.8-cos150 — 1004 1.2-cos70 = 0.7006kg.mm

AR _+W2 0.5- smO—wOS 0.8- sm150—1004 1.2-5in 70 = —3.5063kg.mm

hesaplanir. Bdylece (iv) ve (v) ten de sol dengeleme biiyiikliigi, agis1 ve kiitlesi i¢in

Ap = (mgrg)p, =1/0.12182 +(~3.0042)% =3.0067 kg.mm

A
_ o —1(=3.0042 — 2L _ 3.0067 _ 3
ap = tan (0.1218 ) 272,320, (my) = L 500 =15.03-10"

sag dengeleme biiylikliigii, agis1 ve kiitlesi i¢in ise

AR = (mgrg)R = \/0.70062 +(=3.5063) =3.5756 kg.mm

_ -1{-3.5063 ° AR 35 _ -3
o = tan ' (5063) - 281.30° (my)g = SR 3575 1788107 kg

bulunur.

Buna gore ele alinan rotor, 28 ve Qr diizlemlerine asagidaki sekilde
gosterildigi  gibi  iki

gibi dengeleme kiitlesinin yerlestirilmesiyle

dinamik olarak
dengelenmis olacaktir.

(md)L=1 5.03 g

Sekil Pr.9.2.1-2
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Problem 9.2.2

Kompresor Yanma Odas1

Sekil Pr.9.2.2 Jet Motoru

Sekilde bir jet motoru ve ona ait rotor gosterilmistir. Rijid cisim kabul
edilebilen rotorun kompresor diizlemlerinin {igiinde ve tiirbin diizlemlerinin birinde
Di=mjr; dengesizlikleri mevcuttur. m;=30 g, my=25 g, ms=20 g, ms=15 g, r;=44 cm,
=40 cm, 13=34.3 cm, r4=45 cm verildigine gore;

a) Bu rotoru dengelemek iizere sekilde gosterilen 2§ ve Ar dengeleme
diizlemlerine  yerlestirilmesi gereken dengeleme biiyiikliiklerini  ve
yerlestirilmeleri gereken agisal konumlar1 belirleyiniz.

b) Dengelemenin Q. ve g diizlemlerinde r; =37 ¢m ve rr=44 cm yarigaph
cemberler ilizerine P=5° lik esit acisal araliklarla dizili civatalarin gramaji
farkli civatalarla degistirilmesi yoluyla yapilmasi diisiiniildiigiine gore hangi
civatalarda ne kadar degisiklik yapilmalidir?

Coziim:

a) Problemin verileri asagidaki gibi tablolandiktan sonra Problem 9.2.1 deki (iii)
denklemleri uyarinca hesap yapilirsa

i | mi[g] | f[em] | zj[em] | o;[°]

1 30 44 30 0

2 25 40 50 120

3 20 343 85 270

4 15 45 235 225
a=260 cm




4
AL = —Z(l —%)miri cosa; =—0.718 kg.cm
i=1

4
ALy = —Z(l —%)miri sina;; =—0.192 kg.cm

i=l

(1)
4 ,
AR = _ijiri cosa; =0.375 kg.cm
i=l1
4 ..
ARy = _ijiri sina;; = 0.489 kg.cm
i=1
elde edilir. Buradan, sol dengeleme biiyiikliigii ve agisal konumu i¢in
A = 2 2 _ T e R I 0 ~ 1050
L =+/(AL.) +(ALy) =0.743 kg.cm, o =tan | 194,96" =195
X LX
(ii)

sag dengeleme biiyiikliigii ve agisal konumu i¢in ise

2 2 1 ARy 0
AR = \/(ARX) +(ARy) =0.616 kg.cm, ap =tan N =52.50

RX
(iii)
bulunur.
b) Sol dengeleme diizleminde, ya 195° konumundaki civatanin, kiitlesi
Amp =2L 20743 ~ 002 kg =20 ¢ (iv)

17, 37

daha biiyiik olan bir civatayla, ya da 195-180=15° konumundaki civatanin, kiitlesi
ayn1 miktarda daha kii¢ilik olan bir civatayla degistirilmesi; sag dengeleme diizleminde
ise, ya 50° ve 55° konumlu civatalarin, kiitleleri

_ AR _0.616 ~ _
Amp = 2rg = 2xdd = 0.007 kg="7g¢g (v)

daha biiylik olanlarla, ya da 230° ve 235° konumlu olanlarin, kiitleleri ayni1 miktarda
daha kiictlik olanlarla degistirilmesi gerekir.
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Problem 9.2.3

Sekilde, gerektiginde kolayca
dengelenebilecek bi¢imde disiliniilmis bir
rotorun dengeleme diizlemi tasarimi

gosterilmistir.  Bu tasarimda, acgilir etekli birer
somun seklindeki iki o6zdes m kiitlesi,
gecirildikleri r yaricaplh dairesel kanal igerisinde
serbestce gezdirilebilmekte ve bir gerdirme
civatas1 yardimiyla istenilen agisal konuma
sabitlenebilmektedir.

m=100g, r=40cm olarak verildigine gore,
A=0.04 kg.m lik bir dengeleme biiyiikliigiiniin
a=20° lik agisal konuma yerlestirilmesini
A-A Kesidi gerektiren bir dengelemede [; ve [, acisal
konumlar1 hangi degerlere ayarlanmalidir?

— Gerdirme civatasi

{mma |

Sekil Pr.9.2.3
Coziim: Once problem genel olarak ele alinsin ve & ekseni dengeleme biiyiikliigiiniin
yerlestirilmesi gereken a radyal dogrultusuyla ¢akisan - eksen takiminda ¢aligilsin.
Bu eksen takiminda dengeleme biiytikliigiiniin & bileseninin A, 1 bileseninin ise sifir
olmas1 gerektiginden, m kiitlelerinin 3; konumlar1
mrcosf; +mrcosfB, =A (1)

mrsinf3; + msinf3, =0 (11)

esitliklerini saglamalidir. (ii) den hemen

Bo=- P (iii)
bu bilgiyle (i) den de
B = cos ! ﬁ (iv)

elde edilir. (iv) bagintistna gore bu diizenekle 0 <A <2mr araligindaki her
dengeleme biiyiikligiinii gerceklestirmek miimkiindiir, (iii) bagintisina gore de bu, iki
m kiitlesinin istenen dengeleme konumunun iki yanina bakisimli olarak
yerlestirilmesiyle saglanacaktir.

Bu belirlemelerden sonra eldeki probleme gelinirse, (iv) den sayisal verilerle

_ _Ra— -1__004 _ ¢n0
B =Pz =cos o504 =60 )

hesaplanir. Burada o agis1 da dikkate alinirsa, m kiitlelerinin x eksenine gore a,;=80°
ve a,=320° konumlarina yerlestirilmeleri gerektigi anlagilir.
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